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СПИСОК ПРИНЯТЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 
 

     с - скорость света 
     ω - круговая частота 
     k - волновое число, волновой вектор 
     λ - длина волны 
     v – скорость частицы 
     Еотр – энергия отраженных от фронта волны частиц 
     vf – фазовая скорость колебаний 
     vg – групповая скорость колебаний 
     B - величина, вектор магнитной индукции 
     e – заряд электрона 
     m - масса электрона  
     M – масса протона 
     Мi – масса иона  
     A = Mi/M - атомное число 
     Te – температура электронов 
     Ti – температура ионов 
     ne – плотность электронов 
     ni – плотность ионов 
     vTe = mTe /2  - тепловая скорость электронов 
     vTi =  MTi /2  - тепловая скорость ионов 
     CS =  MTe /  - скорость ионного звука      

     ωpi =  Mqni /4 2π   - ионная плазменная частота 

     ωpe =  mene /4 2π  - электронная плазменная частота 
     ωci = еB/(Mc) – ионная циклотронная  частота 
     ωce = eB/(mc) – электронная циклотронная  частота 
     λD = vTe/ωpe = (Te/4πe2n0)1/2 - дебаевский радиус экранирования               
     q – заряд иона 
     Z = q/e  - зарядовое число 
     U - потоковая скорость; скорость движения волны, ударной волны 
     ρi = (eB)/(Mc) – ларморовский радиус ионов 
     Λ = de/(e2/mv2) - кулоновский логарифм 
     σ - электрическая проводимость плазмы 
     η = 1/(µ0σ) – коэффициент магнитной диффузии 
     L – характерный размер системы 
     В0 – величина индукции начального (невозмущенного) магнитного поля 
     n0 – начальная (невозмущенная) концентрация плазмы 
     n – концентрация плазмы 
     VA = В0(4πMn0)-1/2 – альфвеновская скорость 
     МА = U/VA – число Маха-Альфвена 
     МS = U/CS – ионно-звуковое число Маха 
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     МЗ = 
02 RT

U
γ

 - звуковое число Маха 

     Rem = LVA/η - магнитное число Рейнольдса 
     Φ - зарядное, анализирующее электрическое напряжение 
     θBn – угол между невозмущенным магнитным полем В0 и нормалью n к   
              плоскости фронта МЗУВ 
     νeff – эффективная частота столкновений 
     Р – тепловое давление плазмы 
     р – импульс частицы 
     γ - инкримент роста амплитуды колебаний (неустойчивости) 
     γ = (1 - β2)-1/2 – релятивистский фактор 
     ωLH = (ωceωci)1/2 – нижнегибридная частота колебаний плазмы 
     V0 – скорость пучка (потока) частиц 
     еϕ2 – величина скачка электростатического потенциала во фронте МЗУВ 
     Е – энергия частицы;  величина напряженности электрического поля 
     Vd – дрейфовая скорость электронов относительно ионов 
     σ10 – сечение резонансной перезарядки 
     β = (8πnT)/B2 – отношение теплового  давления  плазмы  к давлению              
                                магнитного поля 
     β  = v/c 
     ∆ - ширина фронта токового слоя 
     νei – электрон-ионная частота столкновений 
     R ≈ 8,32⋅107 Эрг/(моль⋅град) – универсальная газовая постоянная 
     k ≈ 1,38⋅10-16 Эрг/град – постоянная Больцмана 
     h ≈ 6,63⋅10-27 Эрг⋅с – постоянная Планка 
     µ0 = 4π⋅10-7 Гн/м – магнитная проницаемость свободного пространства 
     RE ≈ 6370 км – радиус Земли 
 

СПИСОК ПРИНЯТЫХ СОКРАЩЕНИЙ 
 

     БМЗ – быстрый магнитный звук 
     КА – космический аппарат 
     КЛ – космические лучи 
     КТС – квазинейтральный токовый слой 
     ЛСО – лабораторная система отсчета 
     МЗУВ – магнитозвуковая ударная волна; УВ – ударная волна; ТУВ – турбу- 
                    лентная ударная волна 
     ММП – межпланетное магнитное поле 
     НЛВ – нелинейная ленгмюровская волна 
     ПОПС – пограничная область плазменного слоя  
     ПС – плазменный слой         
     СВ – солнечный ветер 
     СОВ – система отсчета волны 
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Введение 
 

 К настоящему времени твердо установлено, что основная масса межзвезд-
ной среды в Галактике находится в состоянии практически полностью ионизо-
ванной плазмы, которую в большинстве случаев можно  считать бесстолкнови-
тельной. В предлагаемой книге рассматриваются  процессы, сопровождающие 
энерговыделение в бесстолкновительной космической плазме, причем главное 
внимание уделено основным поставщикам энергии, которая может погло-
щаться плазмой, – токовым слоям, а также волнам большой амплитуды – нели-
нейным и ударным волнам (УВ). Наиболее ярким примером бесстолкновитель-
ной УВ в гелиосфере является ударный фронт, образующийся при натекании на 
магнитосферу Земли сверхзвукового потока солнечного ветра (СВ). Примером 
нейтрального токового слоя в околоземной плазме может служить хвост земной 
магнитосферы. Токовые слои также являются характерным образованием для 
фронтов ударных волн, распространяющихся в замагниченной плазме.   

Любое достаточно большое выделение  энергии в плазме в отсутствие 
столкновений, как правило, сопровождается следующими явлениями: 1) увели-
чивается кинетическая энергия хаотически движущихся частиц; этот процесс 
можно назвать нагревом, 2) появляется малая доля частиц, которые имеют 
большую энергию, –  ускоренные частицы,  3) вследствие развития различных 
неустойчивостей в плазме возбуждаются колебания и волны, 4) за счет появле-
ния быстрых движений проводящей среды усиливаются токи в ней, приводя к 
нарастанию регулярного магнитного поля в плазме. Учитывая эти типичные 
явления, космическую плазму условно считают разделенной на четыре состав-
ляющие: тепловая часть, вмороженное в плазму магнитное поле, волновой шум, 
частицы высокой энергии – космические лучи. Самое замечательное свойство 
космической  плазмы состоит в том, что на единицу объема в каждой из этих 
условных частей приходится примерно одинаковое количество энергии. Сохра-
нение баланса между этими условными частями свидетельствует о том, что в 
плазме непрерывно идет обмен энергии между ними.  
 Плазмой, имеющей характерные свойства  межзвездной среды, заполнена 
гелиосфера – среда, окружающая Солнце. Мы подробно остановимся на иссле-
довании токовых слоев, нелинейных и ударных волн в гелиосфере, как наибо-
лее изученных с помощью спутников и космических аппаратов (КА). Основ-
ными структурными элементами потока плазмы СВ, формируемыми в процессе 
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его распространения от Солнца, являются магнитозвуковые ударные волны 
(МЗУВ) – межпланетные и околоземная, а также плазменные гелиосферный  и 
геомагнитный  токовые слои, включающие в себя квазинейтральный токовый 
слой (КТС). Наряду с необходимостью построения полной физической картины 
МЗУВ и КТС, изучение названных плазменных образований связано с задачами 
нагрева плазмы и определения степени и характера воздействия МЗУВ и КТС 
на магнитосферу Земли.  
 Ударные волны формируются при воздействии на плазму магнитного или 
плазменного поршня, что происходит , например, в короне и хромосфере Солн-
ца или при обтекании магнитосферы Земли потоком плазмы СВ. Структура и 
пространственные характеристики фронта МЗУВ определяются коллективным 
взаимодействием заряженных частиц с электростатическими и электромагнит-
ными колебаниями, причиной которых является неравновесность функций рас-
пределения частиц. Плазменная турбулентность определяет диссипацию кине-
тической энергии МЗУВ и перераспределение ее между электронами и ионами, 
а внутри одной популяции – перераспределение энергии по спектру. Изменение 
энергии частиц происходит и под воздействием макроскопических характери-
стик МЗУВ, в частности, скачка электростатического потенциала во фронте. В 
направлении поперек фронта МЗУВ влияние потенциала проявляется в тормо-
жении налетающего потока и отражении его части; вдоль фронта – в захвате 
частиц и их резонансном серфотронном (Vp ×B) ускорении.  
 Наиболее типичная причина для образования токовых слоев – это мощ-
ные движения плазмы в присутствии магнитных полей, приводящие к созда-
нию больших градиентов магнитного поля в плазме, в частности структуры, 
образующиеся при соприкосновении движущихся областей плазмы, имеющих 
магнитные поля противоположного направления – так называемые нейтраль-
ные токовые слои. Токовые слои являются наиболее энергоемкими из извест-
ных резервуаров магнитной энергии в плазме, способными накапливать ее про-
должительное время до большой величины. Процесс же преобразования маг-
нитной энергии в другие виды энергии, в том числе и в кинетическую энергию 
заряженных частиц происходит гораздо быстрее, чаще всего – взрывным обра-
зом.  Импульсное энерговыделение вызывается развитием в КТС разрывных 
(тиринг) электромагнитных неустойчивостей или вынужденным разрушением 
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КТС. Существенная часть энергии магнитного поля при этом переходит к ион-
ной компоненте плазмы. 
 Исследование причин формирования неравновесных функций распреде-
ления ионов является одной из главных задач физики бесстолкновительных 
магнитозвуковых ударных волн и квазинейтральных токовых слоев. В процессе 
эволюции КТС в магнитосфере Земли рождаются геоэффективные всплески 
энергичных частиц, возбуждающие геомагнитные пульсации. При изучении 
причин генерации всплесков и их прогноза определяющим становится выясне-
ние механизмов перераспределения потоковой или магнитной энергии, запа-
сенной в плазменных токовых слоях, в энергию ионов и электронов. Проблема 
эта имеет комплексный характер и ее исследование проводится методами мате-
матического и физического моделирования, наземными измерениями «вторич-
ных» характеристик ионосферы и измерениями in situ в космическом простран-
стве.  
 Содержание данной монографии не претендует на полный обзор излагае-
мых проблем, тем более, что по данной теме уже есть основательные книги и 
обзоры [12; 46; 69; 116; 163; 165; 183]. Одна из основных целей предлагаемой 
монографии – донести до читателей новые результаты, полученные с участием 
авторов. Наиболее близким к излагаемому нами материалу является содержа-
ние монографии [69], рассмотрение проблем в которой ведется только в теоре-
тическом плане. В отличие от этой монографии, мы, наравне с теорией, широко 
используем экспериментальный материал, полученный с нашим участием. 
Включение опытных данных авторы обосновывают общепризнанным убежде-
нием в том, что только эксперимент может дать окончательное заключение о 
праве на жизнь каким-либо теоретическим моделям.  
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Глава 1.  Нелинейные и ударные волны в плазме. Теория 
 
Принципиальная возможность существования  стационарных нелинейных 

волн ламинарного типа в бесстолкновительной плазме была впервые высказана 
в работе [214]. Согласно мнению авторов этой работы, можно сконструировать 
нелинейную волну с любым профилем потенциала, если при этом наложить оп-
ределенные ограничения на вид функций распределения свободных и захва-
ченных частиц, которые необходимо подобрать таким образом, чтобы они са-
мосогласованно поддерживали выбранный профиль.  

Нелинейные волны представляют широкий класс возмущений большой 
амплитуды в бесстолкновительной среде и их образование возможно благодаря 
тому, что в отсутствие столкновительной диссипации существенное значение в 
плазме приобретают дисперсионные эффекты. Именно дисперсионное расплы-
вание может уравновесить нелинейное укручение возмущений большой ампли-
туды, что и приводит к формированию установившихся нелинейных волн.  

Еще более специфическое образование в разреженной плазме – бес-
столкновительные ударные волны (УВ), возникающие в результате самосогла-
сованного взаимодействия заряженных частиц и электромагнитных полей в 
плазме. Теории нелинейных и УВ в плазме без столкновений посвящена эта 
глава. Мы ограничимся подробным рассмотрением нелинейных волн трех ти-
пов: ленгмюровских, ионно-звуковых и магнитозвуковых. Ленгмюровские и 
ионно-звуковые волны – самый распространенный вид волн в плазме без маг-
нитного поля, а магнитозвуковые волны – наиболее типичные волновые воз-
мущения в замагниченной плазме.  

 
1.1. Нелинейные ленгмюровские волны в 

приближении холодных и неподвижных ионов 
 
Ленгмюровские или плазменные колебания электронов – неотъемлемый 

атрибут плазмы как среды. Эти колебания возникают при любом воздействии, 
которое приводит к разделению зарядов в плазме. В отсутствие магнитного 
поля ленгмюровские колебания электронов являются самой высокочастотной 
веткой колебаний в плазме и поэтому при их рассмотрении можно пренебречь 
динамикой ионов, как более тяжелой (по сравнению с электронами) 
компоненты плазмы. В плазме с плотностью n0 и в предположении, что ионы 
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неподвижны, а электроны холодные, частота этих колебаний, имеющих 
бесконечно малую амплитуду (линейные колебания), равна 

ω   = ωpe,                                                              (1.1) 

где ωpe  =  (4πe2n0 /m)1/2   –   электронная плазменная частота (e  и  m – 

абсолютная величина заряда и масса электронов, соответственно). Из этого 
соотношения следует, что все гармоники линейных ленгмюровских волн имеют 
фиксированную частоту, а волновой вектор k (или длина волны гармоник) и, 
следовательно, фазовая скорость vf =ω /k  могут принимать значения от нуля до 
бесконечности. Эти колебания называют продольными, так как возмущенное 
электрическое поле, волновой вектор k и направление колебаний электронов  
совпадают. Характерное свойство линейных ленгмюровских колебаний в 
холодной плазме – их локализация, т.е. колебания остаются в той области 
плазмы, где они возникли. 

Если осциллирующие на фоне неподвижных ионов электроны имеют 
температуру Te, то для каждой  гармоники плазменной волны с частотой ω   и 
волновым числом  k  частота определится из дисперсионного соотношения [34]: 
 ω(k) = ωpe(1 + 3k2de

2)1/2,                 (1.2)  

здесь de = (Te /4πe2n0)1/2  –  электронный дебаевский радиус. Обычно предпо-

лагается, что   k2de
2 << 1,   т.е. ω  ≈ ωpe. При этом фазовая скорость волны vf ≈ ω

pe/k много больше тепловой скорости электронов vTe = (Te /m)1/2. Выполнение 

этого условия обязательно, иначе амплитуда гармоники  быстро стремится к 
нулю вследствие бесстолкновительного затухания Ландау [22; 34]. Групповая 
скорость колебаний  vg = dω/dk  при k2de

2 << 1  много меньше  тепловой, но 
отлична от нуля, что приводит к расплыванию волновых пакетов, образованных 
гармониками ленгмюровских волн. Таким образом, дисперсионные свойства 
ленгмюровских волн в плазме с нагретыми электронами таковы, что 
возникающее высокочастотное возмущение расползается. Такие 
дисперсионные свойства ленгмюровских волн приводят к тому, что из 
достаточно большого возмущения в плазме может образоваться 
установившаяся нелинейная ленгмюровская волна (НЛВ). Действительно, за 
счет нелинейности будет происходить укручение переднего фронта бегущего  
возмущения, т.е. появление высших гармоник, однако дисперсия будет 
препятствовать нелинейному укручению и через некоторое время, когда 
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воздействие на возмущение процессов нелинейного укручения и дисперсии 
уравняются, волна большой амплитуды в плазме может трансформироваться в 
установившуюся нелинейную волну [22]. Такова качественная картина 
формирования НЛВ. Перейдем к количественному описанию НЛВ.  

 

Исходные уравнения. При выполнении условия vf >> vTe, можно считать 
плазму холодной, что мы и будем предполагать в дальнейшем. Рассмотрим 
одномерную задачу, считая, что все величины зависят только от координаты x. 
Динамику холодных электронов на фоне неподвижных ионов будем описывать 
в гидродинамическом приближении с помощью уравнений движения 
электронов, уравнений Максвелла для электрического поля и уравнения 
непрерывности для электронной жидкости в отсутствие магнитного поля [34]: 

=
∂
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x
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∂
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t
E π .                                                                                         (1.6)                 

Здесь E, ϕ   – электрическое поле и потенциал,  n0    –  плотность ионов,  n,  

v, p  – плотность, скорость и импульс электронов, соответственно. Для 

импульса   электронов   используется  релятивистская  формула:  p =  mvγe,   где  

γe  =   (1 – βe
2) –1/2,  βe = v/c,  m   –  масса покоя электрона (с – скорость света). В 

нерелятивистском приближении из системы уравнений (1.3) - (1.6) можно 
получить одно уравнение для скорости частиц [34]: 

 02
2

2

=+
∂
∂ vv

pet
ω , 

из которого следует замечательный результат – в нерелятивистском случае 
частота ленгмюровских колебаний, как линейных, так и нелинейных не зависит 
от амплитуды колебаний и определяется соотношением (1.1). Далее мы 
подробно рассмотрим стационарные ленгмюровские волны большой 
амплитуды. 
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Основополагающие результаты при исследовании нелинейных волн в 
стационарном случае были получены в работах [35-37], где рассматривались 
установившиеся одномерные волны в безграничной плазме, состоящей из 
электронов, которые считались  холодными, и ионов, которые предполагались 
бесконечно тяжелыми и неподвижными. Позднее аналогичные результаты для 
ленгмюровских волн были независимо получены в работе [221]. В работах [36; 
37; 221] для НЛВ получены формулы, из которых следует, что амплитуда 
электрического поля и частота волн являются функцией предельной скорости 
электронов в волне, причем величина этой скорости не определена, так как 
является неизвестной постоянной, и по этой причине  полученные в работах 
[36; 37; 221] результаты фактически не дают полной информации о свойствах 
волн. В данном разделе, используя исходные уравнения работ [36; 37; 221], мы 
найдем все характеристики волн. Покажем, что профиль и амплитуда 
потенциала, длина волны и частота НЛВ зависят от двух параметров: 1) фазовая 
скорость, 2) амплитуда электрического поля волн.  

Так же, как и в работах [36; 37; 221], рассмотрим  плазму с холодными 
электронами и неподвижными ионами одного сорта в отсутствие внешнего 
магнитного поля. Для одномерной задачи предположим, что волна 
распространяется в направлении оси Оx со скоростью U.  В такой постановке 
все переменные зависят от  координаты  x  и времени  t. Для решения 
поставленной задачи мы,  также, как и [36; 37; 221], используем  уравнения 
(1.3)-(1.6), к которым присоединим еще уравнение для полной энергии 
электрона  mc2γe : 

mc2 vev ee
xt

Е−=





 +

∂

∂

∂

∂ γγ .                               (1.7) 

Перейдем  в  уравнениях  (1.3)-(1.7)  к   новым   безразмерным   

переменным  ξ = (x – Ut)ωpe/c, ψ  = eϕ /(mc2).  После такого перехода все 

переменные задачи будут функцией только переменной ξ.  Используя 
следующее из (1.4) соотношение n0U = n(U – v),  из уравнений  (1.3), (1.5)-(1.7) 
получим законы сохранения: 
 E2 + 8πn0mc2(γe –1) = E0

2,                                                               (1.8) 
           γe – 1 =  ββeγe  + ψ .                                                                                      (1.9)    

Здесь   β = U/c,   E0   –  амплитуда электрического поля, которую принимает 
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поле волны в точках, где   n  =  n0 ,  v = 0,  γe = 1,  ψ = 0. Закон сохранения (1.8) 
совпадает с  тем,  который получен в работах [36; 37; 221].  Соотношение (1.9), 
в котором   фигурирует потенциал волн, по непонятным причинам не было 
учтено в работах [36; 37; 221], а ведь именно оно позволяет решить задачу до 
конца, как это показано ниже.  

Подставим в соотношение (1.8) величину γe, выраженную с помощью  
(1.9)  через потенциал  ψ,  тогда закон сохранения (1.8) можно записать в виде  

V(ψ,γ ) = ε  −  Е 2/2 = γ 2(1+ψ ) − 1 – βγ 1)1( 22 −+ψγ ,                      (1.10) 

где введены обозначения: γ  =  (1 – β 2) –1/2   –  параметр, связанный со скоростью 

волны,  Е = – dψ/dξ  – безразмерная величина электрического поля,  параметр  

ε = Е0
2/2 = (1/2)(dψ/dξ)0

2 = E0 
2/(8πn0mc2). Функция V(ψ,γ) играет роль 

эффективного потенциала для рассматриваемой задачи [22], причем  величина  

ε   –  это энергия воображаемой частицы с массой, равной единице.  Обратим   

внимание  на  то,  что появление в задаче параметра γ = (1 – β 2)–1/2 
свидетельствует о том, что искомые решения в виде периодических волн 
потенциала возможны только при условии U ≤ с. Как мы покажем ниже, такие 
решения существуют и, следовательно, описываемые этими решениями волны 
должны иметь фазовую скорость не больше скорости света. 

Рассматривая аналитическое выражение (1.10) для  V(ψ,γ)  как   функцию 

ψ,  и считая γ  параметром, нетрудно  видеть, что функция V(ψ,γ)  определена в 

ограниченной области значений переменной ψ, а именно на отрезке   
– (1– 1/γ) ≤ ψ ≤ ∞.   Обозначим  отрицательное граничное  значение переменной   
ψ    через   ψ_* = – (1 – 1/γ).  Из (1.10) нетрудно видеть, что при ψ  = ψ_*  

величина ε  имеет максимальное значение: εm = γ − 1. Отсюда следует 
общепринятый результат (см., например,  обзор [39] и приведенные в нем 
ссылки): при заданной фазовой скорости волны, т.е. при  заданной величине 
параметра  γ,  решение  рассматриваемой  задачи существует только для НЛВ, 
имеющих амплитуду электрического  поля  меньше  или  равной предельной 
величине Em = [8πnomc2(γ − 1)]1/2. Как известно [22], НЛВ формируется в 
результате конкуренции нелинейного укручения и дисперсионного 
расплывания некоторого начального возмущения, поэтому существование 
предельной амплитуды можно объяснить тем, что при амплитуде волны, 
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больше предельной Em, дисперсия не может остановить нелинейное укручение 
и волна «опрокидывается». В связи с этим величину Em часто называют 
релятивистским полем опрокидывания. Для того чтобы отразить тот факт, что 
величина амплитуды электрического  поля  E0  для заданной величины U  (или γ 

)  не может быть больше  Em, представим параметр  ε  в виде  ε = E0 
2/(8πn0mc2) 

= δ (γ − 1), где  δ =ε /εm = (E0 / Em)2  ≤  1.  

 Прежде чем двигаться дальше, определимся с терминологией, которая 

будет использована нами и которая связана с величиной параметров β   и  γ.  
Под  «нерелятивистским приближением» мы будем подразумевать  случай,  

когда  β = 0,   γ = 1.  Когда скорость волны такова, что  β << 1,  γ  < 2  мы 

будем говорить о «слабом релятивизме», а  случай  β  ≈ 1,  γ  >> 1  мы будем 
называть релятивистским. 
 
 Профиль потенциала и электрического поля. Из качественного 
рассмотрения, основанного на представлении о движении частицы в поле 

эффективного потенциала V(ψ,γ), определяемого соотношением (1.10),  
следует, что профиль потенциала волны – это периодическая структура, 

имеющая положительный размах потенциала    ψ+   и отрицательный  –   ψ_ ,  

величины  которых  определяются  из  уравнения ε − V(ψ,γ ) = 0: 

 ψ+ = ε + β εε 22 + ,      ψ_ = ε – β εε 22 + .                (1.11) 

Определим амплитуды  ψ+,  ψ_  при  различных  значениях  параметров  δ  и  γ.  

Для НЛВ при δ = 1, т.е. для волн, имеющих предельную величину 
электрического поля ε = εm = γ − 1,  размах колебаний потенциала определяется 
формулами 

 ψ_* = 1/γ  – 1,  ψ+*= 2γ  – 1/γ  – 1.                      (1.12) 

Из (1.12)  следует, что для волн с релятивистским фактором  γ >>1, амплитуды  

ψ_* ≈  –1, ψ+* ≈ 2γ,  т.е. для релятивистских волн с предельной амплитудой 
электрического поля отрицательный размах колебаний потенциала ψ_*  
примерно постоянен и по модулю чуть меньше единицы, а амплитуда 

положительного размаха ψ+* линейно растет с увеличением γ.  Для волн, 
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распространяющихся с малой скоростью, т.е. при  β << 1,  γ  ≈ 1  из (1.12) 
получим: 
 ψ+* ≈ 3β 2/2,  ψ_* ≈ –β 2/2.                                                                        (1.13)   

В предельном случае, когда параметр ε  бесконечно мал, т.е. для малых 

колебаний в яме, из (1.11) получим ψ+ ≈ β ε2 +ε, ψ_ ≈ – β ε2  + ε.  Отсюда  
для  волн, движущихся с малой скоростью  (β << 1)  и  имеющих  амплитуду,  
близкую к предельной (δ ≈ 1),  и, следовательно,  для малых величин параметра 

ε  ≈ β 2/ 2 << 1   амплитуды  ψ+, ψ_   выражаются формулами   (1.13).   Для  

волн  же,  движущихся  с  релятивистскими   скоростями (β ≈ 1), но имеющих 

бесконечно малую амплитуду (δ << 1) при ε << 1, отрицательная и 

положительная амплитуды колебаний потенциала приблизительно равны: 

 ψ_≈ –ψ+ ≈ ε2 .                                                (1.14) 

Амплитуды  ψ+, ψ_ равны и в случае, когда  ε << 1,  δ  << 1,  β  << 1: 

           ψ_ ≈ –ψ+ ≈ δ ⋅β 2.                                                                                  (1.15)  

Для  величины параметра  ε ≈ 1 из (1.11) получим: 

                                      ψ+  ≈ 1 + β 3 ,      ψ_ ≈ 1 – β 3 .                                   
Теперь рассмотрим наиболее интересный для практических приложений 

случай, когда параметр  ε  велик: ε >> 1. Так как ε  =  δ (γ − 1), а δ ≤ 1, то 

условие ε >> 1 означает, что  γ >> 1,  β ≈ 1,  δγ >>1, следовательно, из (1.11) 
получим: 

 ψ+ ≈ 2ε,      ψ_≈ ψ_* ≈ − 1.                           (1.16) 

Мы видим, что при ε >> 1 отношение амплитуд ψ+/|ψ_| ≈ 2ε, т.е. 

положительный размах колебаний потенциала по величине существенно 
больше отрицательного.   

Из  проведенного  выше анализа соотношений между амплитудами ψ+   и  

|ψ_|  мы  отметим  следующую  особенность:  волны,  для которых  ε > 1, а 

также волны с предельной амплитудой электрического поля (δ = 1) имеют 

величину положительного размаха колебаний ψ+  всегда больше величины |ψ_|.  
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Перейдем к исследованию профиля НЛВ. На рис. 1.1 для иллюстрации 
приведена зависимость от координаты потенциала и электрического поля НЛВ, 

полученная из численных расчетов для ε  = 0,25 (γ  = 1,5,  δ = 0,5) и построенная 
на пространственном отрезке, равном одной длине волны. Зависимость 
потенциала от координаты найдена путем численного решения методом Рунге-

Кутта дифференциального уравнения dψ/dξ = )],([2 γψV−ε , которое следует 

из (1.10). Из рис. 1.1 следует, что профиль волны имеет сугубо нелинейную 
форму, хотя по отдельности положительная и отрицательная части потенциала 
симметричны относительно максимума потенциала. Видно, что даже при 

умеренных значениях величины ε амплитуды ψ+ и |ψ_|, а также 

пространственные масштабы ξ+, ξ_ заметно различаются. Для ε  > 1  с 

увеличением ε  эти различия существенно 
возрастают.  
 

Рис. 1.1. Профиль потенциала  
и электрического поля волны для   
параметров: δ   = 0,5,  γ = 1,5  

(ε = 0,25) 
 
Далее мы попытаемся найти 

зависимость потенциала волн от 
координаты аналитически из соотношения  

ξ = ∫
− )]([2 γψ,V

ψd

ε
,                                                                                   (1.17)  

полученного с помощью формулы   (1.10).  Из   (1.17)   видно,  что  зависимость  
ψ = ψ(ξ) можно установить, если вычислить или оценить входящий в (1.17) 
неопределенный интеграл. Мы попробуем это сделать в разных предельных 
случаях.  

Сначала рассмотрим колебания плазмы с амплитудой, много меньшей 

предельной (δ << 1), при ε << 1. Учитывая справедливые в этом случае 

формулы (1.14) - (1.15), будем считать, что |ψ | < β < 1.  Представляя V(ψ,γ ) в 



 21

виде   V(ψ,γ) = γ 2(ψ + β 2  – β 2 22221 /βψψ/β ++ )   и заменяя радикал 

степенным рядом, члены которого содержат величину ψ /β < 1, получим с 
точностью до квадратичных членов: 

V(ψ,γ) ≈ ψ 2/(2β 2).                                      (1.18) 
С   учетом   (1.18),   из   формулы    (1.17)   в   этом   случае    следует   результат    

ξ = const + β arcSin[ψ/(β 2ε )], откуда видно, что на пространственном 
размере,  равном длине волны, профиль волны синусоидальный: 

 ψ(ξ) = β ε2 Sin(ξ/β)                            (1.19)  

(в  формуле (1.19) мы положили, что потенциал  ψ = 0 в точке   ξ = 0).  

В случае больших значений параметра ε (ε >> 1) амплитуды ψ+, |ψ_| 

сильно различаются по величине, поэтому профили положительного и 
отрицательного размахов потенциала рассмотрим отдельно. Так как 
положительный и отрицательный профили симметричны относительно 

максимума потенциала, то везде ниже мы будем полагать, что  ψ = |ψ max| при 

значении координаты    ξ = 0.  Найдем  сначала   профиль потенциала  волн при  
ψ  > 0.  Так   как   амплитуда   положительного   скачка   в   этом  случае велика:  

ψ+ = 2ε  >> 1,  будем  искать  зависимость  потенциала  от координаты, полагая  

ψ > 1.  Считая, что (1+ψ) >> 1/γ 2, в формуле (1.10) для функции V(ψ,γ) 
представим   радикал   в   виде   степенного   ряда,  в   результате  чего  получим  

V(ψ,γ )  ≈ ψ/2.  Подставим  эту зависимость для   V(ψ,γ )  при  ψ  > 0   в формулу 

 (1.17) и после интегрирования придем к результату: ξ = 2 ψ−ε2 , откуда 

следует, что ψ  = 2ε – ξ2/4. Следовательно, электрическое поле в этом случае 

линейно зависит от координаты: Е = –ξ/2.  Введем  обозначение  для 

пространственной длины   ξ+ = 2 ε2 ,  на которой потенциал изменяется от 

нуля до амплитудного значения  ψ+ (как  видно  из  приведенной  ниже 

формулы (1.24) для длины волны λ, при ε >> 1 величина  2ξ+  приближенно 

равна длине волны, обезразмеренной на величину  U/ωpe: 2ξ+ ≈ λ/(U/ωpe)).  Если  

обе части выражения  ψ  = 2ε – ξ2/4  поделить  на  ψ+ = 2ε  и  ввести  
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обозначения  Y  = ψ /ψ+,   τ  = ξ /ξ+,  то  получим универсальное соотношение 

между новыми переменными для потенциала  Y  и координаты  τ : 

 Y  = 1 –  τ2.                                                                                                   (1.20)  

Итак, для  ε >> 1  мы получили параболическую зависимость положительной 
части потенциала от координаты. 

Найдем зависимость от координаты отрицательной части потенциала 

волн для ε >> 1. При ψ < 0, абсолютное значение потенциала |ψ | < β  ≤ 1, 

поэтому можно в этом случае воспользоваться для функции V(ψ,γ) выражением 

(1.18) и  тогда из (1.17) получим  ξ = βarcSin[ψ/(β ε2 )] + const. Так как β ≈ 1 и 

ψ / ε2 << 1, следовательно, ξ ≈ ψ / ε2  + const . Обозначив пространственный 

размер ξ_ = 1/ ε2 , на котором потенциал изменяется от нуля до амплитудного 

значения  и, полагая  согласно  формуле (1.12) ψ_ ≈ ψ_* ≈ –1, получим, что при  

ε >> 1 отрицательная часть потенциала волны имеет пилообразную зависи-

мость от координаты: 

ψ ≈  ψ_(1 – |ξ|/ξ_),                                 (1.21)  

а  электрическое  поле, следовательно, имеет прямоугольную форму. Мы ви-

дим, что для ε >> 1  размер    ξ_  очень  мал, а отношение пространственных  

масштабов  ξ+/ξ_  велико: ξ+/ξ_ ≈  2ψ+/|ψ_| ≈ 4ε (наглядное представление о 

величинах  ψ+, ψ_,  ξ+, ξ_   дает рис. 1.1). 

Зависимости (1.19)-(1.21) подтверждаются численными расчетами. На 
рис. 1.2 приведены графики, иллюстрирующие зависимость профиля 
релятивистской  волны  от  параметра   δ   при постоянном  значении параметра 
γ  = 10. Из рис. 1.2 видно, что, несмотря на релятивистскую скорость движения, 

при малой амплитуде волны (δ < 10–5, ε  < 10–4) профиль волны синусо-
идальный, в согласии с формулой (1.19).  Рис. 1.2 также иллюстрирует общий 
вывод, который следует из численных расчетов положительной части профиля 

потенциала: при ε > 1 профиль параболический, т.е. определяется формулой 

(1.20), а при  значениях  ε  <<  1, δ << 1  профиль волны близок к косину-

соидальному. В интервале  1 > ε > 10–4  все кривые, отображающие графики 
положительного потенциала, лежат между графиками косинуса и параболы. 
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Любопытно отметить тот факт (рис. 1.2), что визуально парабола и косинус 
мало отличаются. Это связано с тем, что в действительности   на   отрезке  – 1  
≤  x  ≤  1  значения   функций   f1 = 1 –  x2  и f2 = Cos(πx/2)  отличаются друг от 
друга не более чем на 6%.  
 

Рис. 1.2. Профиль потенциала  
в зависимости от величины  δ  при 
 γ  = 10. Координата по оси абсцисс 

)2/( += ξξx . Кривая 1 – график 

синусоиды )(1 xSiny π= ; 2 – график 

параболы 2
2

)12(1 −−= xy   (на отрезке 

0 < x < 1). Остальные кривые 
соответствуют различным значениям 
величины параметра δ: 3 – 10-1; 4 – 10-2;  

5 – 10-3; 6 – 10-4; 7 – 10-5; 8 - δ  < 10-5 
На рис. 1.3 представлена зависимость от параметра δ формы профиля 

волны, движущейся с малой скоростью  (β = 0,01). В этом случае, напротив, 
несмотря на малую скорость движения волны, при приближении амплитуды 
волны к предельно возможной профиль сильно отличается от синусоидального 
(кривая 2). На рис. 1.4 приведена зависимость формы отрицательной части 

потенциала от параметров ε и δ. Как следует из численных расчетов, 
представленных  на   рис. 1.4,   профиль  отрицательной  части  потенциала  при      

δ < 0,1,  ε < 10–3   косинусоидальный, а при   ε > 10   принимает  треугольную  

форму,  т.е.  описывается  формулой  (1.21). В интервале 10–3 <  ε < 10 все 
зависимости потенциала от координаты ложатся между кривыми, 
отображающими графики косинуса и пилы. Итак, форма профиля потенциала 

НЛВ при амплитудах поля много меньше предельной (δ < 10–4/γ ) определяется 
формулой (1.19), т.е. профиль волны гармонический. Таким  образом, мы  
приходим  к  следующим  общим  выводам:  1) форма профиля отрицательной 
части потенциала НЛВ – это либо косинус, либо пила, либо кривые, лежащие 
между ними, 2) форма положительной части – преимущественно косинус и 

парабола, визуально мало различимые на пространственном отрезке  2ξ+.   
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Рис. 1.3. То же, что на рис. 1.2, для волны, 
движущейся с постоянной, но с малой 
скоростью (β = 0,01). Кривая 1 – график 
синусоиды )( xSiny π= ;  2 – δ  = 1,0; 

3 – δ  = 10-1; 4 – δ  = 10-2 

 

 

Рис. 1.4. Профиль отрицательной части 

потенциала волны. Координата по оси 
абсцисс )/( −= ξξx . Кривая 1 – график 

«пилы» 11 −= xy . Кривые 2-4 

соответствуют различным наборам 
параметров δ  и γ. Кривая 2 – δ  = 1, γ = 11; 

 3 – δ = 0,5, γ = 7; 4 – δ  = 0,5, γ = 1,02;  
5 – график косинуса )2/(2 xCosy π−=  и 

расчетные профили потенциала  
при δ  < 0,1,  γ < 1,01 

 
 Длина волны и частота волн. Для рассматриваемых нами НЛВ мы 

подробно рассмотрим зависимость частоты волн от параметров δ  и γ.  Если 

частота волны  ω  известна, то длину волны λ легко найти, так как λ и ω 
связаны простым соотношением  λ = 2πU/ω.  С помощью (1.10) для  частоты 

волны получим формулу ω = ω(ε) = ωpe πβ 2  ⁄J(ε,γ), где J(ε,γ)  –  это интеграл  

J(ε,γ)  = ∫
+

−
−

ψ

ψ γψε

ψ

),(V

d , в котором функция  V(ψ,γ )  определяется формулой  

(1.10), а  величины потенциалов ψ_, ψ+  –   формулами (1.11).  С помощью 

эйлеровой подстановки 1)1( 22 −+ψγ  =  x2 – γ (1+ψ ) интеграл J(ε,γ)  можно 

привести к  виду J(ε,γ) = ∫
−−

− −a

b bxxa

dxxx
)(

2

))((

)(
2222

22

β−1γγ
, где пределы 

интегрирования определяются из формул  
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 a2  = γ (1+β )(1+ε+ εε 22 + ),    b2  = γ (1+β )(1+ε − εε 22 + ). 

J(ε,γ) выражается через полный эллиптический интеграл второго рода  E(k): 

J(ε,γ)=2 2 aβ[γ(1 − β)]1/2E(k), где k = [1− (1+ε− εε 22 + )2]1/2, ε = δ (γ − 1).  
Таким образом, для частоты НЛВ получим формулу: 

    ω (δ,γ ) = ωpe [1 + δ (γ − 1) − )1(2)1( 22 −+− γδγδ ]1/2(π/2) /E(k).            (1.22) 

Величина   эллиптического   интеграла  E(k),  входящего   в   формулу    (1.22), 

изменяется в пределах  от π/2 до 1, поэтому влияние E(k) на величину ω (δ,γ) не 
столь существенно. Из достаточно простой формулы (1.22) следует очень 
важный вывод: частота НЛВ контролируется двумя независимыми 
параметрами  –  δ = (E0/Em)2  и  γ  =  (1 – U 2/c2)–1/2, первый из которых 
определяется квадратом отношения амплитуды электрического поля волны к 
предельно возможной,   а второй  –  скоростью волны   U.  

Из формулы (1.22) для нерелятивистских волн следует результат, впервые 
полученный в работе [35]: частота волн не зависит ни от скорости, ни от 
амплитуды. Частота слаборелятивистских и релятивистских НЛВ всегда 
меньше плазменной частоты ωpe и уменьшается как с ростом скорости, так и с 
ростом амплитуды волн.  

Если следить за зависимостью частоты волн от скорости, то для волн, 
распространяющихся   с   малыми   скоростями   (β  <<  1),  из  (1.22)   получим  
ω(δ,β) ≈ ωpe (1 – 3δβ 2/16). Как видим, частота волн в этом случае мало 
отличается от ωpe, а длина волны  λ ≈ 2πU/ωpe. С увеличением скорости волн, но 

при условии  δ (γ − 1) ≤  1,  частота   ω   остается  близкой   к   ωpe.   Неравенство  

δ(γ − 1) ≤  1  можно записать как  (γ − 1) ≤ 1/δ.  Из последнего соотношения 

видно, что для волн с предельно возможной амплитудой,  т.е. при  δ = 1, 

неравенство справедливо, пока параметр   γ  ≤  2.  Если же   δ << 1,  то 

неравенство  удовлетворяется  при  γ >> 1.  Отсюда следует интересный вывод: 

частота  плазменных  волн  близка к частоте линейных  колебаний в плазме  ωpe  

не только для волн, имеющих малую скорость (β << 1), но и для волн, 
движущихся с околосветовыми скоростями, но бесконечно малой (по 
сравнению с предельной) амплитудой электрического поля. Как мы видели 
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выше (формула (1.19) и рис. 1.2), профиль волны в этом случае близок к 
синусоидальному.  

Когда величина ε = δ(γ − 1) становится больше единицы, значение эллип-
тического интеграла E(k) мало отличается от единицы. Для релятивистских 

волн, когда параметр δ  не слишком мал, так что произведение  δ γ >>1,  часто-
та определится выражением: 

         ω (δ,γ ) ≈ ωpe π /(2 ε2 ) ≈ ωpe π /(2 γδ2 ),                                                 (1.23) 

 а длина волны выразится формулой: 

         λ = 4U ε2  /ωpe.                                                                                           (1.24) 
Как мы видим из формулы (1.23), частота в этом случае одинаково зависит от 

параметров  δ  и γ.   

Проследим зависимость частоты ленгмюровских волн от параметра  δ. 

Для волн, амплитуда которых равна предельно возможной (δ = 1), получим 
совсем простую формулу для частоты: 

ω (β) = ωpe (π/2)[(1 – β )/(1 + β )]1/4 /E(k), 

 где k = [2β/(1 + β)]1/2.  В противоположном случае, когда  амплитуда волн 

бесконечно мала по сравнению с предельно возможной, полагая  δ  → 0  и 

считая, что величина ε = δ(γ − 1) << 1, для частоты и пространственного 

периода  ленгмюровских волн получим формулы: ω  = ωpe , λ =2πU/ωpe. Кроме 
того, согласно формуле (1.19),  в этом случае профиль потенциала волны будет 

гармоническим. Таким образом, при  ε << 1  и  δ  → 0  как профиль 

потенциала, так и формулы для ω  и λ точно такие же, как и в линейной теории 
для плазменных колебаний в холодной плазме [22; 34]. Однако необходимо 
отметить, что если в случае линейных плазменных колебаний фазовая скорость 
U формально может быть любой – в пределах от нуля и до бесконечности, то 
для НЛВ бесконечно малой амплитуды их фазовая скорость ограничена 
скоростью света, а длина волны не может быть больше величины 2πc/ωpe.  

Основные выводы, следующие из исследования НЛВ в приближении 
неподвижных ионов, можно сформулировать следующим образом. 

1. Решения в виде периодических ленгмюровских волн в принятых 
приближениях существуют только при амплитудах электрического поля 
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меньше предельной величины Em = [8πnomc2(γ − 1)]1/2,  хорошо известной из 
литературы (см., например,  обзор [39] и приведенные в нем ссылки).  

2. Фазовая скорость НЛВ не превышает скорости света в вакууме.  В этом 
отличие точного решения для НЛВ бесконечно малой амплитуды от решений, 
полученных в линейном приближении для ленгмюровских волн в холодной 
плазме.  

3. Потенциал НЛВ представляет собой периодическую структуру, причем  

амплитуда положительной части потенциала ψ+  при  ε > 1  существенно 

больше амплитуды отрицательной части  |ψ_|   (ψ+/|ψ_|  ≈  2ε). Профиль 
положительной части имеет преимущественно или косинусоидальную, или 
параболическую зависимость от координаты.  Отрицательная часть потенциала  

имеет  либо форму пилы  (ε > 10), либо  форму  косинуса   (δ < 0,1, ε < 10–3 ), 
либо форму кривых, лежащих между графиками косинуса и пилы.  

4. Частота НЛВ определяется простым аналитическим выражением  
(формула (1.22)). 
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1.2. Теория установившихся ленгмюровских волн 
с учетом движения ионов 

 
Оправданность  предположения о неподвижности ионов при описании 

нелинейных волн с большими амплитудами  вызывает сомнение. 
Действительно, из работ, посвященных релятивистским волнам в плазме [135; 
176; 275; 276; 288; 292], а также из исследований, связанных со 
взаимодействием лазерного излучения с плазмой [68; 251; 252], стало ясно, что 
при достаточно больших амплитудах  электрического поля в релятивистских 
волнах необходимо учитывать движение  ионной компоненты плазмы. Влияние 
динамики ионов на структуру волны рассматривалась  в работе [276], в которой   
для  продольных плазменных волн исследована  зависимость от  параметра µ 
предельного электрического поля и длины волны при  различных значениях 
релятивистского фактора γ. В работе [68] приведены оценки величин поля 
лазерного импульса, воздействующего на плазму, при которых необходимо 
учитывать движение ионов плазмы. В этой же работе с учетом  массы ионов 
найдены зависимости длины волны, амплитуды потенциала и электрического 
поля  кильватерных волн от величины максимального  поля в лазерном 
импульсе.   

В данном разделе задача о распространении продольных плазменных 
волн рассматривается с учетом движения ионов в волне, кроме того, решение 
мы проводим в системе отсчета, связанной с волной, в которой более понятны 
физические процессы, происходящие в волне. В остальном поставленная задача 
рассматривается в тех же предположениях, как и в разделе 1.1. 

 
Постановка задачи и исходные уравнения. Мы исследуем волновые 

движения безграничной холодной плазмы, состоящей из протонов с массой 
покоя M и  электронов с массой покоя  m. Таким образом, мы при самом общем 
рассмотрении, включая релятивистский случай, учтем движение ионов. 
Положим, что внешнее магнитное поле отсутствует. Ограничимся 
рассмотрением распространяющихся вдоль оси Оx продольных  одномерных 
волн, которые будем считать установившимися. 

В установившейся волне удобно все рассмотрение проводить в системе 
отсчета волны, в которой решаемая нами задача является стационарной и все 
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искомые переменные являются функцией только координаты x. Уравнения, 
необходимые для решения поставленной задачи, – это уравнения Максвелла, 
релятивистские уравнения движения и уравнения непрерывности для 
электронов и ионов. 

Будем искать решение этих уравнений в виде периодической 
знакопеременной волны потенциала. В этом случае на масштабе, равном длине 
волны λ, в точках, лежащих между максимумом и минимумом потенциала, 
электрическое поле будет иметь экстремальные значения.  Из уравнения 
Максвелла для электрического поля E(x) 

 ( )
dx
хdE  = 4πe[(ni(x) − ne(x)]                       (1.25)  

тогда следует, что в этих точках концентрация ионов ni(x) будет равна 
концентрации электронов ne(x). Пусть координата одной из экстремальных  
точек x = 0, тогда в этой точке ni(0) = ne(0) = n,  E(0) = E0, где мы экстремальное 
значение электрического поля обозначили через E0. Без ограничения общности 
в  экстремальных  точках  положим равным нулю потенциал волны   ϕ (x), тогда  
ϕ (0) = 0  при x = 0. 

Из уравнений непрерывности для электронов и ионов 
dx
d [ne(x)ve(x)] = 0, 

dx
d [ni(x)vi(x)] = 0 следует, что  ni(x)vi(x) = C1  и  ne(x)ve(x) = C2, где  ve(x),  

vi(x) – скорости электронов и ионов, соответственно, C1, C2   –  константы, не 
зависящие от x. Эти константы найдем, полагая x = 0. Так как ni(0) = ne(0) = n, 
получим  C1 = nvi(0),  C2 = nve(0), где  ve(0)  и  vi(0) –  постоянные скорости. 

Если константы ve(0) и vi(0) не равны друг другу, это будет означать, что  
в плазме вдоль оси Оx протекает постоянный ток.  Наличие этого тока приведет 
к тому, что во всем пространстве будет существовать связанное с этим током 
постоянное магнитное поле, направление которого поперечно направлению 
распространения волны. При наличии магнитного поля и с учетом движения 
электронов и ионов решение поставленной задачи, по-видимому, достаточно 
сложно, поэтому мы сделаем следующее, сильно упрощающее задачу, 
предположение: будем считать, что   ve(0) = vi(0) = U,  где    U  –  некоторая  
постоянная  скорость. Тогда полный ток во всех точках на профиле волны 
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будет равен нулю: e[ni(x)vi(x) – ne(x)ve(x)] = 0, а это означает, что в 
рассматриваемой волне отсутствует возмущенное магнитное поле. 

Для холодной плазмы в отсутствие магнитного поля динамику движения  
электронов и ионов в электрическом поле волны можно рассматривать в 
одночастичном приближении с помощью релятивистских уравнений движения, 
которые в системе отсчета волны имеют вид:  

ve(x) 
( )

dx
хdpe   =  mc2 ( )

dx
хd eγ   =  – eE(x), 

           vi(x) ( )
dx
хdpi  = Mc2 ( )

dx
хd iγ   =  eE(x), 

здесь     γe(x)   =   [1 – ve(x)/c]–1/2,     γi(x)  =   [1 – vi(x)/c]–1/2.    Переменные    pe(x) =  

= mve(x)γe(x), pi(x) = Mvi(x)γi(x) – импульсы электронов и ионов, соответственно. 
Подставляя в уравнения движения соотношение E(x) = – dϕ(x)/dx, связы-

вающее  электрическое поле с потенциалом, получим законы сохранения энер-
гии для ионов и электронов в следующем виде:  

  Mc2γi(x) + eϕ (x) = Mc2γ,                                                                          (1.26)  
   mc2γe(x) – eϕ (x) = mc2γ.                                                                          (1.27)  

Константы в (1.26), (1.27) мы нашли, определяя значения энергии и потенциала 
в точке x = 0, в которой мы приняли, что ϕ(0) = 0, ve(0) = vi(0) = U. Здесь мы 

также ввели обозначение γ = 1/ 21 β− , в котором β = U/c.  Очевидно, что с 

полученным параметром  γ  рассматриваемая нами задача имеет физический 
смысл только при значениях величины скорости U, не  превышающих скорости 
света. 

Если сложить уравнения (1.26) и (1.27) почленно, то получим закон 
сохранения суммарной энергии электронов и ионов в волне: 

      Mc2γi(x) + mc2γe(x) = (M + m)c2γ .                                  (1.28) 

Если в уравнении (1.25) выразить концентрации ионов и электронов через 
скорость:  ne(x) = nU/ve(x), ni(x) = nU/vi(x), правую и левую части уравнения 
(1.25) умножить на E(x), далее выразить полученные комбинации eE(x)/ve(x) и 
eE(x)/vi(x) через импульсы электронов и ионов соответственно, то можно 

получить соотношение 
dx
d {E2 − 8πnU[pe(x) + pi(x)]} = 0, из которого следует 

еще один закон сохранения: 
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 E2(x)/(8π)  − nU[pe(x) + pi(x)] = E0
2/(8π)  −  nγ(M + m)U 2.                       (1.29) 

 Здесь  E0 = E(0)  и константу мы определили при x = 0.  

Вообще говоря, законы сохранения (1.28), (1.29) можно получить из зако-
нов сохранения энергии и импульса, определенных с помощью четырехмерного 
тензора энергии-импульса электромагнитного поля Tik, который представляется 
в виде суммы тензоров для поля  Tik

(f) и частиц Tik
(p): Tik= Tik

(f) + Tik (p) [146].  
В нашем случае соотношения, выражающие эти законы, в системе 

отсчета волны имеют вид: dT4x/dx = 0, dTxx/dx = 0. Так как магнитное поле 
отсутствует и, следовательно, вектор Пойнтинга равен нулю, то компонента 
T4x

(f) = 0. Остальные компоненты тензора, отличные от нуля, имеют вид: 
T4x

(p) = mcneveγe + Mcniviγi,  
Txx

(f) = – E2/(8π),   Txx
(p) = mneve

2γe +  Mnivi
2γi.  

 Учитывая  значения  этих  компонент и  полученное  выше  соотношение neve =  
= nivi = nU,  из   dT4x/dx = 0  получим закон сохранения (1.28), а из dTxx/dx = 0    
получим закон сохранения (1.29). 

С введением скорости U в задаче появилась еще одна система отсчета, 
которая движется с этой скоростью относительно системы отсчета волны. 
Назовем ее  лабораторной системой отсчета (ЛСО). Величины в ЛСО будем 
отмечать верхним индексом «L». В этой системе отсчета волна движется в 
отрицательном направлении оси Оx со скоростью U, характеризуется длиной 
волны λL и периодом колебаний потенциала и электрического поля T = U/λL. 

Посмотрим, как будут выглядеть полученные выше законы сохранения в 
ЛСО. При этом все интересующие величины можно определить, 
воспользовавшись формулами преобразования Лоренца  при переходе из одной 
инерциальной системы отсчета в другую. Вначале запишем формулы 
преобразования волнового вектора  k = 2π/λ  и  частоты    волны:  k = kL/γ,   

0 = γ(ω + UkL),  здесь  ω = 2π/T – частота волны в ЛСО и мы, естественно, 
частоту в системе волны положили равной нулю. Отсюда следует, что скорость  
U = –ω/kL     –  фазовая скорость  волны относительно ЛСО. 

Закон сохранения (1.28) в ЛСО примет вид: 
Ke

L(x) + Ki
L(x)  + U[pe

L(x) + pi
L(x)] = 0,                                                     (1.30)  
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где    переменная    x =    xL + U tL    (tL  – время в лабораторной системе отсчета), 
Ke

L(x) = mc2[γe
L(x) – 1], Ki

L(x) = Mc2[γi
L(x) − 1] – кинетические энергии электро-

нов и ионов, соответственно. 
С учетом (1.28) закон сохранения (1.29)  в ЛСО запишется в виде: 
E2(x)/8π  + n0 [Ke

L(x) + Ki
L(x)] =  E0

2/8π,                               (1.31)  
 или, учитывая (1.30), 

 E2(x)/8π  –  n0U[pe
L(x) + pi

L(x)] =  E0
2/8π,                                                 (1.32) 

где n0 = n/γ  –  концентрация плазмы в ЛСО.  Сравнивая (1.29) и (1.32), отметим 
интересный   факт:   в   обеих    рассматриваемых   системах   отсчета   величина  
E2(x)/(8π)  –  nU[pe(x) + pi(x)]  является константой. 

Если  в  ЛСО  закрепить  ионы,  не  позволяя  им  двигаться,  тогда Ki
L = 0 

и видно, что уравнение (1.31) совпадет с приведенным в работах [34; 37] 
уравнением, связывающим энергию волны с энергией электронов, полученным 
для НЛВ в отсутствие магнитного поля. 

В лабораторной системе отсчета  характерная точка на профиле волны, 
которую в системе волны мы пометили координатой x = 0, движется со 
скоростью  – U. В отмеченной точке в системе волны плазма квазинейтральна. 
Очевидно, что квазинейтральность плазмы в этой точке будет сохраняться во 
всех инерциальных системах отсчета, а значит и в ЛСО. Но самое 
примечательное – это то, что в лабораторной системе отсчета  ионы и 
электроны в этой точке  неподвижны. Отсюда сразу следует, что в отсутствие 
волны и вызванных ее присутствием возмущений поля все электроны и ионы 
плазмы в ЛСО будут покоиться, а плазма будет квазинейтральной с плотностью 
частиц   n0. 

Из приведенных рассуждений вытекает, что в рассматриваемой нами 
лабораторной  системе  отсчета  волна  имеет  частоту  ω   и  волновое число kL,   
U = – ω/kL – фазовая скорость волны относительно ЛСО, а n0 – концентрация 
невозмущенной волной покоящейся плазмы. Между прочим, учитывая эти 
выводы и совпадение при Ki

L = 0  уравнения (1.31) с приведенным в [34; 37] 
уравнением, связывающим энергию волны с энергией электронов, можно 
сделать заключение о том, что ЛСО – это система отсчета, в которой ведется 
рассмотрение задачи о волнах в плазме в работах [34; 36; 37; 221] и в разделе 
1.1.  
 Полученная система уравнений (1.25)-(1.29) вместе с уравнениями 
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движения достаточна для решения поставленной задачи, параметрами которой 
являются величины n0, µ, γ.  
 
 Профиль потенциала и электрического поля. Одна из основных целей 
нашего исследования – найти профиль потенциала и электрического поля 
волны. Для  решения этой  задачи  можно  использовать  уравнение  (1.29). 

Введем безразмерные переменные для координаты ξ = xωpe β /c и потенциала  

ψ(ξ) = ϕ(x)/(mc2). Если выразить импульсы электронов и ионов через 
потенциал, что возможно сделать с помощью уравнений (1.26) и (1.27), тогда в 
безразмерных переменных уравнение (1.29) можно записать в виде: 

        V(ψ) = ε −  (dψ(ξ)/dξ)2/2 = 

         = µβγ  −  µ2 β2γ 2 − ψ 2µγ − ψ + βγ − β2γ 2 + ψ 2γ + ψ( ) ( ) = 

      = βµγ {1− 222

2

2
21

µγβ
ψ

γµβ
ψ

+− } + βγ{1− 22

2

2
21

γβ
ψ

γβ
ψ

++ },             (1.33) 

где  переменная ψ  является функцией ξ,  константы-параметры β, γ определены 

выше,  постоянный параметр ε = (1/2)(dψ/dξ)0
2  –  это значение безразмерной 

плотности энергии электрического поля в точке  ξ = 0, в которой ψ  = 0 и 
электрическое поле максимально, и параметр µ, который в общем виде 
представляется формулой  µ  = (A/Z)(M/m) (A и Z – атомное и зарядовое числа 
иона). Обсудим здесь вопрос о тех значениях, которые принимает параметр µ . 
Нетрудно видеть, что величина параметра µ  зависит в основном от сорта ионов 
плазмы и в наиболее типичных случаях она велика: µ  >> 1. Так, например, в 
рассматриваемой   нами   электрон-протонной  плазме,  где   A/Z  =  1,  параметр  
µ = M/m = 1838. Для плазмы, состоящей из ионов более тяжелых, чем протоны,  
отношение  A/Z ≥  2  и величина µ еще больше. Исключением служит электрон-
позитронная плазма, в которой µ = 1.  Учитывая  все  это,  мы везде ниже будем 

считать, что параметр  μ >> 1, и введем обозначение для малой величины   

θ = 1/μ  (θ << 1).  Особый случай  μ = 1 мы рассмотрим отдельно. 
Из (1.33) мы сможем найти интересующие нас зависимости потенциала 

и электрического поля от координаты. В  нашем случае функция V(ψ),  которая  
по смыслу есть  безразмерная  плотность энергии электрического поля, 
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очевидно,    удовлетворяет    уравнению: d2ψ/dξ 2 = –dV/dψ,  из вида которого 

вытекает, что V(ψ) играет роль потенциальной энергии системы для задачи о 
движении частицы с единичной массой, где координата представлена 

переменной ψ,  а время – переменной ξ. Параметр ε играет роль полной 

энергии частицы, движущейся в рассматриваемой потенциальной яме. 
Рассмотрим свойства функции V(ψ). Анализируя аналитическое 

выражение (1.33) для рассматриваемой функции V(ψ), нетрудно видеть, что она 
определена в ограниченной области значений переменной ψ, а именно на 
отрезке  –(γ – 1) ≤ ψ ≤ µ(γ − 1). Введем обозначения для граничных значений 
переменной ψ : ψ_* = –(γ – 1), ψ+* = µ(γ − 1). Можно привести обоснование 
наличия этих граничных величин потенциала из физических соображений. 
Начнем с того факта, что в случае, когда  в системе волны высота горбов 
потенциала меньше величин ψ_*, ψ+*, ионы и электроны в различных точках на 
профиле потенциала волны движутся с разными скоростями, но в одном и том 
же направлении. Таким образом, в этом случае, как величина потока, так и 
направление вектора потоковой скорости одинаковы и постоянны во всех 
точках на профиле потенциала. Далее, в системе отсчета волны электрон, 
передвигаясь в положительном направлении оси  Оx, тормозится, набегая на 
горб потенциала отрицательной полярности, и ускоряется, «сваливаясь» в яму 
потенциала положительной полярности. Электрон, находящийся в точке ξ = 0 
на профиле волны, в которой  ψ = 0, движется со скоростью U и он еще сможет 
«забраться» на вершину горба потенциала с величиной ψ_*. При амплитудах 
потенциала, превышающих это значение, электроны будут отражаться от 
горбов потенциала волны. Появление отраженных электронов приведет к тому, 
что возникнет многопотоковое движение, следовательно, нарушится 
ламинарное (однопотоковое) движение частиц, необходимое для 
существования рассматриваемой установившейся волны. Аналогично, при 
амплитудах положительного потенциала, превышающих значение ψ+*, в волне 
появятся отраженные ионы, наличие которых так же, как и в случае с 
электронами, нарушит ламинарное течение в волне. 

Из этих рассуждений следует, что для рассматриваемой нами задачи о 
волне потенциала в плазме  ψ_*,  ψ+*  –  это максимальные значения, соот-
ветственно, отрицательной и положительной амплитуд безразмерного потен-
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циала, при которых движения электронной и ионной жидкостей в волне 
являются ламинарными, т.е. однопотоковыми.  Таким образом, для амплитуд 
потенциала, превышающих значения ψ_*, ψ+*, с одной стороны, функция V(ψ) 
не определена, что следует из исследования области ее существования, с другой 
стороны, распространение НЛВ ламинарного типа невозможно, что следует из 
приведенных выше физических соображений. 

Анализируя функцию V(ψ), нетрудно видеть, что значение функции в 
крайней точке отрезка, где ψ = ψ+*, всегда больше, чем в другой крайней точке, 
где  ψ = ψ_*. Отсюда следует, что максимальная глубина ямы определяется 
значением ψ_*, которое, с другой стороны, является максимальным значением 
отрицательного размаха потенциала.  Очевидно, что при заданном значении 

параметра ε полный размах колебаний потенциала определяется  из  (1.33)  при  

V(ψ) = ε.   Таким образом, полагая V(ψ) = ε   при ψ = ψ_*, из (1.33) можно 

найти предельную величину параметра ε и, следовательно, предельное значе-

ние амплитуды электрического поля в волне: 

 εm =µβγ + βγ − µ2 β2γ 2 + γ − 1 2µγ + γ − 1( )( ) .                                  (1.34) 

Отсюда при  µ  >> 1 получим  εm ≈ {1+1/[2µ(γ +1)]}βγ /(γ + 1). Из полученных 

для εm  формул видно, что предельная амплитуда волн определяется в основном 

параметром  γ,  а зависимостью εm  от параметра  µ  в первом приближении 

можно пренебречь и положить: 

 εm ≈ βγ /(γ + 1) = (γ – 1)/βγ = [(γ  – 1) /(γ + 1)]1/2.                                    (1.35)  

Из   (1.35)  следует,  что  для  слабо  релятивистских  волн   (β  <<   1)   параметр  

εm ≈ β / 2  и,  следовательно,  Е0m2  = 4πnmU2.  Для релятивистских волн  (γ >> 1) 

εm ≈ 1, а Е0m2 ≈ 8πnmcU ≈ 8πnmc2 = 8πγn0mc2. Таким образом, в случае, когда 

масса ионов конечна, тоже, как и в разделе 1.1, существует предельная 
амплитуда для НЛВ, которая, как уже отмечалось, связана с тем, что для волн, 
амплитуда которых превышает предельно возможную, дисперсия не может 
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остановить нелинейное укручение и волна «опрокидывается». Из (1.35) в ЛСО 
для предельного значения электрического поля в волне в размерном виде 
получим: 

 (E0)m ≈ (mc/e)ωp0 2 1( )γ − ,                                                                        (1.36) 

где ωp0 = /men4 2
0

π  − электронная плазменная частота линейных колебаний 

плазмы в ЛСО.  
Исследуя зависимость функции V(ψ), можно установить, что с 

увеличением  γ  потенциальная яма, с одной стороны, становится все более 
несимметричной относительно оси ординат, с другой стороны, – ее форма все 
явнее становится прямоугольной. Несимметричность ямы зависит от величины 

µ  и она проявляется в том, что колебания потенциала тоже несимметричны, 
поэтому с ростом скорости волны отрицательная амплитуда колебаний 
становится малой по сравнению с положительной амплитудой. Кроме того, при 
приближении скорости волны к скорости света пространственный масштаб 
отрицательного выброса потенциала тоже становится малой величиной по 
сравнению с масштабом положительного выброса. 

При  γ > 105 форма ямы близка к прямоугольной, следовательно, в этом 
случае потенциал будет пилообразным, а электрическое поле в волне будет 
иметь вид чередующихся прямоугольников положительной и отрицательной 
полярности, имеющих одинаковую амплитуду и период. 

Из вида функции V(ψ) (1.33) следует, что колебания потенциала 
совершаются около точки равновесия, определяемой значением  ψ = 0.  При 
небольших скоростях волн (β <<  1,  γ ≈ 1+ β 2/2)  и, следовательно, значениях 

параметра  ε, амплитуда колебаний мала. Найдем форму потенциальной ямы в 

случае малых колебаний.  Для этого разложим правую часть уравнения (1.33) 
около точки ψ = 0, тогда получим                                            

V(ψ ) ≈ β
2

1−
ψ 2

β4 1 +
1
µ

( ) ( )/ .                                                                     (1.37)  

Таким образом, малые колебания совершаются в потенциальной яме, имеющей 
параболическую  форму. Амплитуда  малых  гармонических колебаний в волне 
ψ+ ≈ ψ_ ≈ β 2. 
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Для релятивистских волн ( γ >>  1), когда амплитуда колебаний близка к 

максимальной (ε ≈ εm), периодическая волна становится, как отмечалось 

выше, сильно нелинейной.  Наблюдатель в ЛСО в этом случае увидит 
периодическую волну, бегущую со скоростью −U, у которой положительный 
скачок потенциала существенно больше отрицательного скачка, как по 
амплитуде, так и по длительности. 

При заданных значениях параметров  µ, γ, ε  величину размаха колеба-

ний потенциала получим из уравнения  

βµγ  − 
22)( µψµγ −−   +  βγ   −  1)( 2 −+ψγ  = ε .  

Отсюда можно получить искомые величины в общем виде, однако выражения 
для них получаются весьма громоздкими. Полагая  µ >> 1 и отбрасывая малые 
величины, получим приближенные формулы для амплитуд отрицательного и 
положительного размаха колебаний потенциала в волне: 

 ψ_≈ –βµγ 2ε/( µ + 2βγε){ ]/2)/(1[21 2 µβγβ ε ++ – 1},                                                                                                       

 ψ+ ≈  βµγ 2ε/( µ + 2 βγε){ ]/2)/(1[21 2 µβγβ ε ++ + 1}.  

Введем обозначение γε  = ρ. Учитывая (1.35), произведение параметров βγε, 

входящее в формулы для ψ_  и  ψ+ , можно представить в виде:  βγε ≈ δ(γ − 1). 

Так как β ≤  1 и ε ≤ 1, то произведение  βγε  = βρ, может быть много больше 

единицы только при   γ >> 1,  в  частности,  неравенство   βρ >> µ    возможно  

только  при  γ >> µ. Для слабо релятивистских волн  (β << 1) всегда выполняет-

ся условие  βρ ≈  δ(γ − 1) << 1.  

Определим значение амплитуд ψ_ и ψ+   при разных соотношениях между 

параметрами µ, ε и γ. Начнем с особого случая: 

          I. ρ ≈ β.   Для слабо релятивистских волн   (β  <<  1)  величина параметра  

ε ≈ β << 1, значит ρ << 1, а амплитуды потенциала 
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 ψ+ ≈ β 2/2 (2 δ + δ),  ψ_ ≈ –β 2/2(2 δ – δ).           (1.38)  

Для релятивистских волн (γ  >> 1,  β ≈ 1) в рассматриваемом  нами случае ве-

личина ρ ≈  1 и при  любых значениях  γ   получим: 

ψ+   ~ (–ψ_) ≈  γ.                                                                                         (1.39)  

 II. βρ  >> µ     (ρ  >> µ ).  При  выполнении  этого  неравенства  получим 

ψ_ ≈  –γ,  ψ+ ≈ µγ.  Как и следует ожидать, в данном приближении значения ψ_  

и  ψ+   близки  к предельным значениям ψ_* = –(γ  – 1)  и  ψ+* = µ(γ  – 1).  

Легко видеть, что и при  βρ ≈  µ  >> 1  значения амплитуд ψ_ и  ψ+    по порядку 

величины остаются сравнимыми с  ψ_* и  ψ+*. 

 III. βρ  << µ.  Здесь возможны два варианта: 

          1) ρ  >> 1,  что означает  γ  >> 1  (β ≈ 1) и для амплитуд получим: 

              ψ+ ≈ 2βγ ρ + βγ ≈ 2γ ρ + γ,  ψ_ ≈  –β γ ≈  –γ. 

 2) ρ << β  ≤ 1.  В этом случае рассмотрим две возможности: 

               a) γ  >> 1,  β ≈ 1. При этом  ε << 1 /γ << 1, 

 ψ+≈ γ ρ2 + γρ ≈ γ ρ2 , ψ_≈  –γ ρ2 + γρ ≈ –γ ρ2 .         (1.40) 

               b) γ  ≈ 1,  β << 1. При этом ε  ≤ εm ≈ β/2 << 1. Это слабо 

релятивистский случай, в котором справедливы формулы (1.38). Обратим 

внимание на то, что  в случае ρ << 1 при любом  γ  параметр   ε  << 1.  

          После того, как мы определили величины амплитуд потенциала и 
максимальное электрическое поле в волне, перейдем к определению 
пространственной формы волны. Для того чтобы найти зависимость 
потенциала ψ от координаты  ξ,  мы  воспользуемся  дифференциальным    

уравнением, полученным  из (1.33): dψ(ξ)/dξ = [ε – (ψ)]1/2, где  функция V(ψ) 

задана формулой (1.33) и переменная ψ  является функцией ξ. Приведенное 
уравнение решалось численно методом Рунге-Кутта. Из этого же уравнения, 
при известной зависимости ψ = ψ (ξ), достаточно просто найти электрическое 
поле   dψ(ξ)/dξ   как функцию ξ. 
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Рис. 1.5. Профиль потенциала  
ψ(ξ) (сплошные линии) и элек-
трического поля dψ(ξ)/dξ 

(штриховые линии) в волне. 
Цифры около кривых – это 
значения параметра γ 

 
На рис. 1.5 приведены 

результаты расчетов профилей 
потенциала и электрического 
поля. Прежде чем обсуждать 
представленные здесь расчеты, 
необходимо особо отметить, 
что этот рисунок в некотором 
смысле является иллюстратив-
ным, так как на нем по всем 
четырем полуосям отложены 

разные масштабы. Рис. 1.5 демонстрирует только форму потенциала и 
электрического поля, причем в левой (относительно оси ординат) 
полуплоскости построены графики профилей потенциала отрицательной 
полярности в своем масштабе, а в правой полуплоскости изображены профили 
положительной полярности совсем в другом масштабе и на рисунке эти 
полуплоскости для экономии места просто пристыкованы друг к другу. 
 Что касается величины потенциала, то для положительной полярности 
она нормирована на положительную амплитуду потенциала, а для 
отрицательной полярности − на отрицательную амплитуду потенциала, причем 
отношение величин этих амплитуд для ультрарелятивистских волн могут 
достигать трех порядков (выше мы уже отмечали, что ψ+

m/ψ_m  ≈ µ   при   γ > µ). 
Пространственные масштабы для положительной и отрицательной полуосей 
тоже разные.   

Вернемся к рис. 1.5. Если проследить за формой потенциала, то мы 
видим, что потенциал имеет практически треугольную форму для отрицатель-
ной полярности при  γ  > 10, а для положительной полярности  −  при  γ  > 104. 
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Для треугольного потенциала электрическое поле в волне имеет 
прямоугольную форму. Интересно отметить, что в диапазоне  2 < γ  < 103 для 
потенциала положительной полярности (на рис. 1.5 − в правой полуплоскости) 
электрическое поле тоже имеет форму, очень близкую к треугольной. 

Таким образом, искомое решение в виде периодических волн потенциала 
мы нашли. Мы также определили область параметров задачи, при которых эти 
решения существуют. Мы видим, что учет движения ионов в продольной 
плазменной волне принципиально важен при изучении релятивистских волн, 
точнее при γ > µ. Действительно, при учете движения ионов для значений 
параметра γ  в диапазоне  1 < γ < µ  зависимости размаха колебаний потенциала 
от  γ  совпадают, а для значений параметра  γ, заметно превышающих величину 
µ, существенно отличаются от аналогичной зависимости, полученной в задаче с 
неподвижными ионами в разделе 1.1 (подробнее об этом – в разделе 1.3). 

С другой стороны, максимальная амплитуда электрического поля в волне 
E0m, которая определяется формулами (1.34), (1.35), с хорошей точностью 
совпадает с амплитудой поля, полученной при решении задачи в случае 
неподвижных ионов, т.е. величина E0m не зависит от того, учитывается 
движение ионов в волне, или нет. 

 
 Частота НЛВ. Для  нахождения  частоты волны в  ЛСО  воспользуемся 

формулой  ω = 2πUγ/λW. Здесь λW − пространственный период колебаний 

потенциала в системе волны, который определяется из (1.33):  

 λW =
pw

с
ω β

2  ∫ −

+

−

ψ

ψ µγψ

ψ

ε )( ,,V

d , 

где  ψ_, ψ+   – корни  уравнения  ε  − V(ψ, γ, μ) = 0, а V(ψ, γ, μ)  определяется 

формулой (1.33). Отсюда получим для величины ω  соотношение  

 ω = ω (ε,γ, μ ) = ωp0 π 2 (βγ )3/2 ∕J(ε, γ, μ),                                            (1.41)  

где ωp0 = (4πe2n0/m)1/2,  n0  –  концентрация плазмы в ЛСО,  

          J(ε, γ, μ) = ∫ −

+

−

ψ

ψ µγψ

ψ

ε )( ,,V

d .                                                                   (1.42) 
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 Формулы (1.41), (1.42) в самом общем виде определяют искомую часто-
ту колебаний продольной плазменной волны.  Видно, что ω  зависит, во-

первых, от характеристик волны: фазовой скорости U (параметр γ) и  амплиту-

ды электрического поля E0  (параметр ε), во-вторых, от параметров плазмы: 

концентрации n0, массы и заряда частиц плазмы, контролируемых  параметром   
μ. Зависимость частоты от концентрации тривиальна, поэтому мы ей 
интересоваться не будем, а рассмотрим, как это отображено в формуле (1.41), 

зависимость ω = ω (ε, γ, μ).  

 Перейдем теперь к отысканию аналитических выражений для частоты в 
различных предельных случаях. Как уже отмечалось, в отличие от работ [35-
37; 221] и раздела 1.1, где ионы считались неподвижными, мы учитываем 
динамику ионов в волне.  Согласно формулам (1.41), (1.42), тот факт, что мы 
принимаем во внимание движение ионов в волне,  отражается в зависимости 

частоты волны от параметра µ  и именно эта зависимость будет у нас на 

первом плане. Сначала рассмотрим предельный случай  µ → ∞. Затем 

рассмотрим волны  в  плазме, в  которой  значение параметра  µ   конечно, но  

велико: µ >> 1. Это наиболее типичный случай для космической плазмы и 
плазмы, созданной в лабораторных условиях. И, наконец, отдельно 

рассмотрим  электрон-позитронную плазму, в которой  µ = 1.                 

  

 Приближение  неподвижных  ионов (θ = 1/µ = 0). В этом приближении  

из (1.33) в пределе µ → ∞ получим:  

           V∞ (ψ,γ ) = βγ   −  1)( 2 −+ψγ  + ψ /β,                                           (1.43) 

где  V∞ (ψ,γ ) ≡ V (ψ,γ,µ = ∞).  Интеграл  (1.42) с  функцией V∞ (ψ,γ ) c помощью 

эйлеровой подстановки 1)( 2 −+ψγ  = x2 − (γ +ψ)  примет  вид: 

  J ∞  = ∫∫ − −−

−
=

∞

−

−

+

−

a

b bxxa
dxxx

V

d
))((

)(
2222
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ψ

ψ γψ

ψ

ε
, 

где  
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a2 = γ (1+β )(1+βρ+ βρρβ 222 + ), b2  = γ (1+β )(1+βρ − βρρβ 222 + ).   (1.44) 

J∞ выражается через полный эллиптический интеграл второго рода E(k):  

           J∞= (2βγ )3/2 )1( βγ − aE(k),                              (1.45) 

где  

           k = [1−  (1 + β ρ − βρρβ 222 +  )2 ]1/2.                      (1.46) 

Таким образом, частота в приближении неподвижных ионов представляется 
формулой  

           ω (ε,γ)= ωp0 (π/2)(1 + βρ − βρρβ 222 + )1/2/E(k),                (1.47) 

где величина произведения βρ  принимает значения от   0  до   ∞. Так как при  

θ = 0  величина  βρ  = δ(γ − 1), то,  как и следует ожидать, формула (1.47) 
совпадает с полученной в разделе 1.1 формулой (1.22). 

 

 Наиболее типичный случай: µ >>1. Основная цель, стоящая перед нами 

в этом разделе, – выяснить зависимость частоты от параметра µ, предполагая, 

что величина µ конечна, но велика: µ >> 1. Именно по той причине, что µ  
велико, интуитивно ясно, что в этом случае при каких-то значениях 

параметров ε и γ должно «работать» приближение, не учитывающее 

динамику ионов, рассмотренное нами в разделе 1.1.  В самом деле,  нетрудно 
показать, что это приближение годится при изучении волн, 

распространяющихся с такими скоростями, для которых при любых ε выпол-

няется условие: γ   << µ  или даже более мягкое условие  γ   < µ.  Действительно,  
при выполнении этих неравенств пределы интегрирования в (1.42) в 

зависимости от величины   γ    определяются  формулами  (1.38)–(1.40).  При 

этом  для  функции V(ψ, γ, μ), определяемой выражением  (1.33), слагаемые 

под корнем, содержащие параметр µ, много меньше 1, поэтому, представляя 
этот корень в виде ряда и отбрасывая малые члены, содержащие квадратичные  

и  более  высокие  степени  переменной  ψ,  мы  получим,  что V(ψ, γ, μ) ≈  

≈ V∞(ψ, γ ), где V∞ (ψ, γ ) определяется соотношением  (1.43), т.е. для частоты 
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мы приходим к формуле (1.47), справедливой в приближении бесконечно 
тяжелых ионов. 

 Принимая во внимание эти соображения, мы вначале проанализируем 
поведение волн, движущихся с малыми скоростями, а затем рассмотрим 
свойства волн, распространяющихся с релятивистскими скоростями. При этом 
выясним, какой вклад в значение частоты НЛВ дает учет конечных значений  

параметра  µ . 

 

 Слабо релятивистский случай. В  грубом  приближении  для  волн  с 

малыми скоростями, т.е.  при γ ≈  1 << µ  заведомо можно применять 
результаты, полученные в приближении θ = 0. Однако, мы попытаемся 

выяснить, как меняется частота при учете конечного µ,  какова тенденция 
этого изменения. Учитывая, что в этом случае пределы интегрирования в 
интеграле (1.42) определяются формулами (1.38) и, следовательно, значения 
переменной  ψ  в подынтегральном выражении (1.42) много меньше 1, 

функцию V(ψ, γ, μ)  представим в виде: 

 V(ψ, γ, θ) = βγ  −  1)( 2 −+ψγ  +  ψ /β  + θψ 2/(2β 3γ 3),          (1.48) 

(θ = 1/μ << 1). Далее, считая в (1.48) слагаемое с параметром  θ  как малую 
добавку, разложим интеграл (1.42) с функцией (1.48), который мы обозначим 

как  J(ε, γ, θ), в ряд Тейлора около точки  θ = 0, ограничивая сумму ряда 

членом, пропорциональным θ: 

 J(ε, γ, θ) = J(ε, γ, 0) + θ[∂J(ε,γ, θ)/∂θ]θ=0.                      (1.49) 

Первое слагаемое ряда (1.49)     J(ε,γ, 0) = J∞,    а интеграл     J∞   отображается 

формулой  (1.45). Далее, производную  
θθ

θγε
∂
∂

=
∂

∂ ),,(J
∫ −

+

−

ψ

ψ θγψ

ψ

ε )( ,,V

d                                        

представим таким образом: 
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здесь  I = ∫ −
+

− ∞

ψ

ψ γψ

ψψ

ε ),(

2

V

d . Такое представление возможно благодаря двум 

обстоятельствам: 1) переменные  θ  и ε независимы, 2) дифференцирование 

интеграла ∫ −
+

−

ψ

ψ
ψθγψε dV )( ,,  по переменным  θ  и ε  сводится к 

дифференцированию подынтегральной функции, так как эта функция на пре-
делах интегрирования равна нулю.  

 Интеграл I, в котором функция V∞ (ψ, γ ) определяется формулой (1.43), 
можно вычислить аналогично J∞. В результате получим 

               I = )1(2 ββ + [(Y3 – Y-3)/4 – γ (Y2 – Y-2) + (γ 2  + 1/4) (Y1 – Y-1)], 

где Yn = ∫
−−

a

b

n

bxxa

dxx

))(( 2222

2

. Здесь использованы величины a и b, 

определенные формулами (1.44). Интегралы Yn  выражаются через полные 
эллиптические интегралы первого и второго рода, соответственно  K(k)  и  
E(k), где параметр k определяется формулой (1.46). Отбрасывая малые члены, 

содержащие параметр β  в степени больше трех, а параметр ε  – в степени 

больше единицы, получим для производной  

           [∂J(ε, γ, θ)/∂θ]θ=0 ≈ 

              ≈ 
εεε

εεε
ββββ

ββββββγ

21)2/1(2

]3/283/)4(2)9(2[2 222/3

+++

+−+−++− EKEKEEKE . 

Здесь мы опустили аргумент k  у эллиптических интегралов K(k)  и  E(k). 
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Далее,  учитывая, что  при   β  <<  1  величину   ε  можно  написать   как  

ε = βδ/2, а модуль  k << 1, воспользуемся при  малых k асимптотическим  раз-

ложением эллиптических интегралов, входящих в выражение для производ-
ной. После этого, подставляя производную в формулу (1.49), для частоты 
окончательно получим: 

 ω(β, δ, θ) ≈ ωp(1 – 
16
3 β 2δ  + 

16
15 θδ),                 (1.50) 

где ωp = ωp0(1 + θ)1/2 – частота линейных колебаний плазмы c учетом массы 
ионов [34].  Заметим, что второй член в скобках формулы (1.50),  точно такой 
же, как и добавка к частоте, полученная при   β  <<  1  в разделе 1.1 для  случая 
неподвижных ионов, т.е. при θ = 0. Итак, учет движения ионов дал прирост 
частоты за счет положительной малой добавки (третий член в скобках 
формулы (1.50)), пропорциональной амплитуде волн. Хотя величина частоты 
слабо релятивистских волн практически не отличается от ωp0, тем не менее, 
зависимость (1.50) интересна тем, что она позволяет понять влияние 
нелинейности и динамики ионов на частоту волн. В самом деле, как мы видим, 
учет нелинейности (второй член в скобках формулы (1.50)) приводит к 
уменьшению частоты, а учет динамики ионов (третий член), наоборот, 
приводит к увеличению частоты слабо релятивистских волн. Интересно 

отметить, что при  скорости волн β = θ5 , влияние на частоту нелинейности 
уравновешивается влиянием динамики ионов и частота нелинейных волн 
равна частоте линейных колебаний плазмы  ωp.  

 Если положить  β = const, тогда из формулы (1.50) следует, что при 

скоростях  β < θ5   частота  больше, чем ωp и нарастает с увеличением 

амплитуды волн, а при β > θ5  частота меньше, чем ωp, и убывает с ростом  

амплитуды  δ.  Для  фиксированного  значения амплитуды волны (δ = const) 
рассмотрим самую интересную, на наш взгляд, ситуацию, когда амплитуда 
волн  равна предельно возможной: δ = 1.  В этом случае из (1.50) получим, что 

при β = 0 частота больше, чем ωp, и равна для нерелятивистских  волн  своему  
максимальному значению  ω  ≈  ωp (1+ θ) = ωp0 (1 + θ)3/2, затем при возрастании 

скорости волн частота падает, далее, при скорости  β = θ5 , она становится 
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равной ωp = ωp0(1 + θ)1/2 и в дальнейшем частота уменьшается. В заключение 
отметим, что из (1.50) при β = 0 следует результат, приведенный в работе 
[367].  

 

 Релятивистские волны при ρ >> 1. Прежде чем перейти к реляти-
вистскому случаю, убедимся в том, что волны, для которых выполняется 
условие βρ ≤ 1, имеют значение частоты,  близкое к величине ωp0, как это было 
в приближении бесконечно тяжелых ионов. Действительно, в этом случае в 
интеграле (1.42) пределы интегрирования определяются формулами (1.39). 
Нетрудно видеть, что на отрезке интегрирования слагаемые в подкоренном 
выражении в соотношении (1.33), содержащие параметр μ, много  меньше  

единицы,  поэтому   функцию   V(ψ, γ, μ)  можно  заменить  на V∞ (ψ, γ ). 
Таким образом, здесь применимо приближение неподвижных ионов.   

 Итак, для релятивистских волн будем считать, что  βρ = βγε >> 1, что 

равносильно неравенствам   ρ >> 1, γ >> 1, так как β  ≈ 1, ε ≤ 1. В этом случае 

в интеграле (1.42), на отрезке интегрирования 0 ≤ ψ ≤ ψ+, полагая  

1)( 2 −+ψγ  ≈ γ + ψ, функцию V(ψ, γ, µ) представим в виде  

         V(ψ, γ, µ) ≈ βµγ  –  γ (1 − β ) – ψ  − 
22)( µψµγ −− .          (1.51) 

На отрезке  0 ≥ ψ  ≥ ψ_ , учитывая, что  ׀ψ_׀ ≤ γ  −  1,  функцию V(ψ, γ, µ) во  

всех  случаях  с достаточной  точностью  можно заменить  функцией V∞ (ψ, γ), 
которая представлена формулой (1.43). Таким образом, интеграл (1.42) в этом 

случае есть сумма двух интегралов: J(ε, γ, µ ) = J1  + J2, где  

 J1 = ∫ − ∞

0

_ )( ,ψ γψ

ψ

ε V

d ,    J2   = ∫ −
+

ψ

µγψ

ψ

ε0 )( ,,V

d .  В интеграле   J2      функция  

V(ψ, γ, µ) определяется формулой (1.51). 

 Вычисление интеграла  J1  производится аналогично вычислению  J∞. В 

итоге  J1 выражается через эллиптические интегралы второго рода: 
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           J1 = 
β

β
−1
2 {a [E(k) – E(q,k)] – E(p,k)/(ab2)}. 

Здесь q = arcSin 22

22

ba
sa

−
− ,  p = arcSin

s
a

22

22

ba
bs

−
− ,  s2 = γ(1+ β), а параметры a, 

b, k определены формулами (1.44), (1.46). Окончательная оценка интеграла J1 

приводит к ответу:  J1 ≈ εγ /  (напомним, что γ  >> 1,  ρ = γε  >> 1, т.е. ε  не 

может принимать нулевое значение: ε  >> 1/γ ). 

 Приступим к вычислению интеграла J2.  Функцию V(ψ, γ, µ), 
выражаемую соотношением (1.71), представим таким образом: 

         V(ψ, γ, µ)  ≈ µ [βγ  – ψ /µ   –  1)/( 2 −− µψγ ]. 

Введем обозначение y = ψ/µ. После замены переменных γ – t = y + 

+ 1)( 2 −− yγ  интеграл J2  выразится через табличные интегралы 

 J2 = 
2
µ { ∫ −

−h

g th
dtt 2

  –  ∫ −

h

g th
dt }=  

       = 
2
µ { gh − /(gh) – 2 gh −  –  2/32

1
h

ln
ghh
ghh

−+

−− }, 

где g = γ (1 − β )=1/ [γ (1 + β )] ≈ 1/(2γ ),  h = g + ε/µ . 

         Итак, вычисление интеграла   J   приводит к ответу:  

J(ε,γ,µ) =
ρµ

ρµγ
2

2 2/3

+
[1+ 

µρ
ρµ

2
2+  – 22

2
µγ

ρµ + + 
)2(22 ρµρ

µ
+

ln
1)2/(1
1)2/(1

−+

++

ρµ

ρµ ].  

Легко   видеть,   что   в   рассматриваем  нами   приближении:  ρ  >> 1,  µ >> 1, 
второе   и   третье   слагаемые  в  квадратных  скобках  этого  выражения много 
меньше  единицы.  Опуская  эти слагаемые и подставляя полученное значение 

интеграла  J(ε, γ, µ) в (1.41),  получим формулу для частоты: 



 48 

ω(ε, γ, µ) ≈ ωp0π(µ + 2ρ)∕{µ ρ2 [1+
)2(22 ρµρ

µ
+

ln
1)2/(1
1)2/(1

−+

++

ρµ

ρµ ]}. (1.52) 

          Рассмотрим значения частоты в зависимости от различных соотношений 

между параметрами ρ и  µ. При 1 << ρ << µ  второе слагаемое в квадратных 
скобках выражения (1.52) равно единице и, как и следует ожидать, (1.52) 

трансформируется в формулу (1.23). В случае  ρ ≥ µ  >> 1  второе слагаемое 
можно опустить, так как оно мало по сравнению с единицей, и для частоты 
получим формулу: 

 ω (ε, γ, µ ) ≈ ωp0 π 
ρµ
ρµ

2
2+ = ωp0 π ε

ε
γµ
γµ

2
2+ ,            (1.53) 

из которой следует важный результат, выражающийся в том, что в данном 

случае частота зависит от всех трех параметров задачи:  ε, γ, µ, причем 

существенна зависимость от всех параметров, в том числе – и от µ. Итак, мы 

получили,  что  при   1  <<  ρ  << µ   частота волн выражается формулой (1.23):  

ω(ε, γ) ≈ ωp0π/(2 ρ2 ) = ωp0π/(2 εγ2 ), полученной в приближении беско-

нечно тяжелых ионов, при этом частота волн  меньше ωp0, не зависит от µ  и 

уменьшается с ростом ρ. При  ρ >> µ  из (1.73) получим: 

 ω (ε, γ) ≈ ωp0 π ρ2 /µ  = ωp0 π εγ2 /µ, 

т.е. частота существенным образом зависит от µ  и, наоборот, растет с 

увеличением ρ. При стремлении скорости волн конечной амплитуды  к скорос-

ти света, что равносильно пределу ρ → ∞, величина частоты стремится к 
бесконечности, что полностью противоположно поведению частоты, 
полученному в приближении неподвижных ионов, где частота при β → 1 
уменьшается до нуля. 

 В итоге мы получили, что для слабо релятивистских, а также для  

релятивистских волн  при   ρ = γε  ≤  β  ≤ 1, частота  волн  близка  к  ωp0.  При  

ρ >> 1 и любых соотношениях между  µ  и  ρ  с точностью  50%  для частоты 
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волн можно использовать очень простую формулу (1.53), которая правильно  

отражает  функциональную  зависимость  частоты  от параметров ε, γ, µ, т.е. 

дает уменьшение частоты с ростом  ρ  при  ρ << µ  и приводит к нарастанию 

частоты с увеличением  ρ  при  ρ >> µ .   

 Для фиксированного значения µ  зависимость  ω  от параметра ρ, 

выражаемая соотношением (1.53),  означает, что при некотором значении   ρ    

частота имеет минимальное значение ωmin. Из условия dω/dρ = 0 из (1.53) най-

дем, что ωmin ≈ 2πωp0/ µ  при  ρmin ≈ µ/2. Обратим внимание на то, что  отно-

шение ωmin/ωp0  зависит только от  параметра µ .  Очевидно, что  при  

некотором ρ = ρ0 >> µ  величина ω  снова, как и для линейных волн,  равна 

плазменной частоте ωp. Значение ρ0, при котором ω = ωp, найдем с помощью 

(1.53): ρ0 ≈ µ2/(2π2).  Таким образом, для фиксированной амплитуды 

электрического поля волны, при изменении скорости волны от нуля до 
скорости света, частота вначале уменьшается по величине до некоторого 
минимального значения,   затем  монотонно  и  неограниченно   растет.  При  
этом  на  отрезке  0 ≤ U ≤ с   частота  дважды принимает значение ω = ωp:  
первый раз  –  на фазе спада, второй раз – при нарастании от минимального 

значения до бесконечности. На фазе спада, при значениях ρ < ρmin ≈ µ/2 можно 

пользоваться формулами для частоты, полученными для случая бесконечно 

тяжелых и неподвижных ионов. При   ρ  >  ρmin ≈ µ/2 величину частоты необ-

ходимо определять из формул (1.52), (1.53), полученных из уравнений, 
учитывающих движение ионов. Все закономерности поведения частоты от 
параметра ρ, полученные аналитически, подтверждаются численными расче-
тами, проведенными по формулам (1.42), (1.43) и представленными на рис. 1.6. 

 Оценим величину амплитуды электрического поля нелинейной волны, 
при которой величина частоты волны начинает «реагировать» на динамику 

ионов. Возьмем   ρ = ρmin ≈ µ/2 и предположим, что волна распространяется в 

электрон-протонной плазме, а  ее амплитуда  близка к предельной (ε ≈ εm). 

Далее, учитывая, что ρmin  много больше единицы, имеем: εm ≈  1, откуда для 
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амплитуды электрического поля следует оценка Е0m ≈ 2
04 Mcnπ . Из этой 

формулы для плазмы с плотностью n0 ~ 1018 см –3 получим Е0m  ≈ 1012 В/м. 
Такая величина амплитуды электрического поля соответствует значению, 
которое наблюдается в лазерном луче с длиной волны 1 мкм и интенсивностью 
1018 Вт/см2 . 

 
 

Рис. 1.6. Зависимость частоты   

нелинейной ленгмюровской волны от 
параметра ρ в электрон-протонной плазме 

 

 

 

 

  

 Электрон-позитронная плазма (µ = 1). В этом случае формула  (1.57) 
для частоты представляется в виде: 

          ω = ω(ε, γ) = ωpe(π/2)(βγ )3/2 ∕J(ε, γ),            (1.54)  

           J(ε, γ) = ∫ −
+

ψ

γψ

ψ

ε0 )( ,V

d .                                       (1.55) 

В интеграле J(ε, γ) величина верхнего предела определяется формулой 

            ψ+  = (βγ  – ε/2){ε(βγ  – ε/4)/[1 + ε (βγ  – ε/4)]}1/2,  

а функция V(ψ, γ) = 2βγ  − 1)( 2 −−ψγ  − 1)( 2 −+ψγ . Эффективная 

потенциальная яма, описываемая функцией V(ψ, γ), имеет форму, симмет-

ричную  относительно точки  ψ  =  0, предельная  глубина ямы  определяется 
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соотношением  ε m  =  2βγ (1  –−
1+γ

γ ), предельные  амплитуды  потенциала 

ψ_* = – (γ – 1), ψ+* = γ −1  [129]. 

 

 Слабо релятивистские волны (β  << 1). Для слабо релятивистских волн 

глубина ямы ε m ≈ β (2 – 2 ) << 1,  т.е. параметр  ε ≤ ε m << 1.  Для того 

чтобы найти выражение для частоты волн при β  << 1, сделаем в интеграле 

(1.55) замену переменных t = [ 1)( 2 −−ψγ  +  1)( 2 −+ψγ ]/2, после чего 

интеграл   J(ε,γ)  примет вид: 

     J(ε, γ) = 
2

1 {β 2γ ∫
−−

− −βγ

γβ

γ

b
tbt

dtt

))((

)/1(

2

2/122

22

 – γ ∫
−

−− −βγ γβγ

b tb

dttt

)(

)/1( 2222/322

}, 

где b = βγ  – ε/2.  Представим  выражения 2/122 )/1( −− γt  и 2/322 )/1( −− γt , 

входящие в подынтегральные функции, в виде степенного ряда. Так как на 
отрезке интегрирования   отношение  t2/γ 2 << 1,  то можно ограничиться 
конечным числом членов полученного ряда. Итак, получим 

  J(ε, γ) =
2

1 { ∫
−−

βγ

γβ

γβ

b
tbt

dt

))((
2

22

22

 – ∑
n

na ),( γε ∫
−

− +βγ γβ

b tb

dtnt

)(

)( 2/1222

}, (1.56) 

где  n = 0, 1, 2,...,  а  an(ε,γ )  –  коэффициенты ряда, зависящие от ε и γ. 

Ограничимся приближением, в рамках которого мы опустим в выражении для 

интеграла J(ε, γ) члены, содержащие малый параметр  β  в степени больше 

четырех. Анализ показывает, что в этом приближении достаточно сохранить в 
сумме, фигурирующей в (1.56), первый член. Итак, в принятом приближении 
получим: 

           J(ε, γ) ≈ (βγ)3/2{K(k) – (1 +
4
3 β 2)

3
8 [(1– ν/4)K(k) – (1 – ν/2)E(k)]}, 

где K(k), E(k) – полные эллиптические интегралы первого и второго рода, 
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соответственно,  параметр k = 0,5 ν ,  ν = ε/β  = δ(2 – 2 ) ≈ 3δ/5. 

Воспользовавшись асимптотическим разложением K(k) и E(k) при малых k, 

окончательно получим J(ε, γ) ≈ (π/2)(βγ)3/2(1 – 
16
15 ν – 

4
3 β2ν). Подставляя полу-

ченное соотношение для   J(ε, γ) в (1.54), находим:  

 ω (δ) ≈ ωpe(1 +  
4
3 β 2ν + ν) ≈ ωpe (1 + 

2
1 δβ 2 + 

5
3 δ).           (1.57)          

Как видим, формула (1.57) для частоты по своей структуре подобна формуле 
(1.50), полученной для слабо релятивистских волн в плазме, содержащей тяже-
лые ионы, но с двумя существенными отличиями. Первое отличие состоит в 
том, что слагаемое в (1.57), содержащее параметр β, которое появилось в 
формуле для частоты за счет учета нелинейности, имеет положительный знак. 
Второе отличие – добавка к частоте, связанная только с амплитудой волн 
(третий член в (1.57) ), существенна для волн,  имеющих амплитуду, близкую к 
предельной, за счет чего, например,  при δ = 1 частота более чем в полтора 

раза превосходит значение ωpe. Основной вывод, следующий из (1.77), состоит 
в том, что частота слабо релятивистских волн в электрон-позитронной плазме 
больше частоты линейных колебаний ωpe.  

 

 Релятивистские волны (γ  >> 1). Легко видеть, что, так же как и в 
рассмотренном выше случае волн в плазме с тяжелыми ионами, для 
релятивистских волн в электрон-позитронной плазме, имеющих амплитуду 
значительно меньшей предельной, точнее  при  βρ ≤ 1,  величина частоты  не 
сильно отличается от ее значения для слабо релятивистских волн. Для того 
чтобы найти частоту волн при ρ >> 1, т.е. при γ >> 1, в интеграле (1.55) 

функцию V(ψ, γ)   приближенно представим в виде:   

 V(ψ,γ ) ≈ 2βγ  −  1)( 2 −−ψγ  −  (γ +ψ). 

         Введем новую переменную  t  = (γ − ψ) − 1)( 2 −−ψγ , после чего 

интеграл (1.55) примет вид: J(ε, γ) = ∫ −
−p

q tp
dtt

2
)1/1( 2

, где   q = γ (1− β ),   
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p = ε + 2q. Этот интеграл  вычисляется по аналогии с J2 и для частоты, пола-

гая   ρ >> 1, получим: 

 ω (ε, γ ) ≈ ωpe π εγ /2.                      (1.58)          

Зависимость частоты нелинейных ленгмюровских волн в электрон-

позитронной плазме от параметров ε  и γ  получилась такой же, как  для 

ультрарелятивистских волн (ρ >> µ) в плазме с тяжелыми ионами. 

          Обобщая результаты, полученные как для слабо релятивистских, так и 
для релятивистских волн, приходим к заключению о том, что  в электрон-
позитронной плазме частота нелинейных ленгмюровских волн всегда больше 
частоты линейных колебаний.  

 

1.3. Пределы применимости теории НЛВ 
 
        Одно из основных предположений теории НЛВ, изложенной в разделах 1.1 
и 1.2 – это то, что плазма холодная. Обычно условия, при которых справедливо 
данное приближение, записывают в виде неравенств: Te << mc2, vTe << U.  Мы 
предполагаем, что эти условия выполнены и не будем на них останавливаться, 
но обратим внимание на работу [275], в которой исследуется влияние конечной 
температуры плазмы на свойства нелинейных ленгмюровских волн. В 
частности, из этой работы следует, что, в случае, когда температура электронов 
отлична от нуля, возможны стационарные решения, имеющие вид уединенной 
ленгмюровской волны (солитон).  

Другое использованное нами приближение связано с большим различием 
масс электронной и ионной компонент плазмы. В этом приближении, которое 
используется обычно во многих работах,  считается, что ионы имеют 
бесконечную массу и их динамикой пренебрегают (как это принято нами в 
разделе 1.1, в работах [36; 37; 221]) и др. Покажем, используя результаты 
теории раздела 1.2 и следуя работе [131], что теория НЛВ, в которой 
предполагается, что ионы бесконечно тяжелые и неподвижные, имеет 
ограниченное применение для случая реальной плазмы, где ионы имеют 
конечную массу. Чтобы убедиться в этом, перейдем в систему отсчета волны, в 
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которой плазма, как целое, будет двигаться со скоростью U, а положительный 

размах потенциала, согласно (1.11) примет значение ψ+ = γ (ε + β εε 22 + ).  

Для того чтобы поток плазмы был ламинарным, ионы плазмы должны иметь 

энергию, при которой они способны преодолеть потенциал ψ+. В противном 

случае ионы будут отражаться от горба потенциала и возникнет 
многопотоковое движение [22]. Условие ламинарности течения в плазме в 

присутствии нелинейной волны запишем в виде неравенства μ(γ –1) > > ψ+,  где  

параметр µ = (A/Z)(M/m), Mi c2(γ –1) = AMc2(γ –1) – кинетическая энергия иона  
в точке профиля волны, в которой потенциал равен нулю. Из приведенного 

неравенства нетрудно получить условие ламинарности: ε < μ/2. Таким образом, 
приближение, в котором предполагается, что ионы бесконечно тяжелые и 
неподвижные (используемое нами в разделе 1.1 и в работах [36; 37; 221]), 
применимо для реальной плазмы, где ионы имеют конечную массу, только при 

условии ε < μ/2. Для плазмы с самыми легкими ионами – для электрон-
протонной плазмы – величина  μ/2 ≈ 1000, для плазмы с более тяжелыми 
ионами эта величина еще больше. Таким образом, мы установили, что теория, в 
которой предполагается, что ионы бесконечно тяжелые и неподвижные, имеет 
ограниченное применение, а диапазон изменения амплитуды поля нелинейных 
ленгмюровских волн, в котором можно пользоваться этой теорией, 
определяется следующим соотношением:  0  ≤  E0 < µ . 

Для более детального выяснения пределов применимости теории, в 
которой θ = 1/μ = 0, мы проведем сравнение результатов, полученных нами в 

разделах 1.1 и 1.2. Начнем с графика зависимости частоты волн от параметра ρ,  

которая  для электрон-протонной плазмы (µ = 1838) приведена на рис. 1.7.  

Здесь приведены  две  кривые  зависимости  для частоты ω = ω(ρ), одна из 

которых  – ω1 − изображает зависимость, полученную с помощью формулы 
(1.47), другая –  ω2 − получена из расчетов, проведенных по формулам  (1.41), 
(1.42). Как видно из этого графика, величины  ω1  и  ω2  начинают различаться  

при  ρ > 200. Так,  при  ρ =  200  отношение ω2 /ω1 = 1,3, при   ρ =  350   ω2 /ω1  = 

= 1,5, при ρ   =  600   ω2 /ω1  = 1,9,  а при ρ = 1000    ω2 /ω1  =  2,6. 
Основной вывод, следующий из анализа рис. 1.7, состоит в том, что при 

величинах параметра ρ,  превышающих  величину  μ,  наша  теория и,  
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следовательно,  формулы  (1.22), (1.47)  уже  не  применимы,  так  как  при  ρ  > 
μ   необходимо учитывать динамику ионов в волне, а учет движения ионов при 
больших   ρ,  как  мы  видим,  сильно  меняет  зависимость частоты   ω   от  ρ . 

 
Рис. 1.7. Зависимость частоты 

нелинейной волны от параметра ρ  
в электрон-протонной плазме. 
Кривая ω1 – график зависимости 
(1.47), кривая ω2 – расчет частоты 

волны по формуле 1.41 
  
На рис. 1.8 приведено 

аналогичное сравнение для 
профилей положительной части 
потенциала нелинейных волн в 
электрон-протонной плазме. Как 

мы выяснили, при ρ  > 1 профиль волны, рассчитанный в разделе 1.1 по 
формуле (1.20),  –  это парабола. Профили, полученные из расчетов раздела 1.2, 
тоже параболы при  1 < ρ < 100, далее, при увеличении ρ  они слегка начинают 

отличаться от параболы, принимая форму, близкую к косинусу при ρ = 1000,  а 
затем наблюдается более сильное отличие формы волны от параболы (или 
косинуса). Существенное отличие профилей, как это видно из рис. 1.8,  имеет 
место при  ρ > 104. Из рис. 1.8 можно сделать вывод о том, что, согласно 
расчетам, в которых учтена динамика ионов, профиль положительной части 
потенциала нелинейных ленгмюровских волн  при ρ   ≤ 103 имеет форму либо 
косинуса, либо  параболы, которые фактически различаются незначительно, а 
при  ρ  > 104 профиль приобретает пилообразную форму. Профиль отрица-

тельной части потенциала волн имеет пилообразную форму при ρ  > 10 как в 

приближении, где принято, что  μ → ∞ , так и в теории, в которой параметр   μ  
считается конечным.  
 Таким   образом,   для   реальной   плазмы,  в которой величина µ  
конечна, при  ρ  >> µ   как положительная (см. рис. 1.8), так и отрицательная 
части профиля потенциала принимают пилообразную форму, причем 
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отношение амплитуд постоянно: ψ+/|ψ_| ≈ µ, а электрическое поле волны, 

которая движется с фазовой скоростью U ≈ с, имеет вид прямоугольных 
сигналов положительной и отрицательной полярности, имеющих равные 
амплитуды и длительности. 

Рис. 1.8. Профили положительной 
части потенциала, полученные из решения 
уравнения (1.33). Координата по оси 

абсцисс +
= ξξ /x . Кривая 1 – график 

параболы 2
1 1 xy −=  и профиль волны 

при 1 < ρ  < 100; 2 – график косинуса 

)2/(2 xCosy π=  и профиль волны при 

ρ = 1000, 3 – ρ = 2000; 4 – ρ = 104; 

5 – ρ = 106; 6 – график «пилы» xy −= 13  

  
 Итак, основной вывод сравнитель-

ного анализа двух подходов, изложенных в разделах 1.1. и 1.2, состоит в том, 
что теорией, которая описывает  нелинейные ленгмюровские волны и в которой 
предполагается, что  m/M = 0, в грубом приближении можно пользоваться при 
условии ρ < μ. Более строгое условие применимости этого приближения, 

которое следует из рис. 1.7, налагает более жесткое ограничение: величина  ρ  
должна быть на порядок меньше параметра  μ.  

Обсудим результаты, полученные при исследовании НЛВ. Прежде 
всего отметим, что в общем случае  задача о распространении нелинейных 
волн в бесстолкновительной плазме достаточно сложна для решения, но она 
существенно упрощается и ее можно решить, если считать плазму холодной и 
воспользоваться гидродинамическим описанием процессов в плазме. В этом 
приближении, которое было использовано нами для получения решений, 
приведенных в разделе 1.2, электронная и ионная компоненты движутся как 
два жидких потока в самосогласованных полях. Еще более упрощая задачу, 
можно принять, как это сделано в разделе 1.1 и в работах [34; 37], что ионы 
неподвижны, и рассматривать движение только электронной жидкости. В этом 
приближении авторы работ [34; 37] для частоты волн получили решение, 
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которое выражается через эллиптические функции, а мы в разделе 1.1 
получили достаточно простые аналитические выражения для профиля 
потенциала и частоты НЛВ.  

При учете движения ионов профиль НЛВ и зависимость ее частоты  от  
скорости более сложные, чем те, которые следует из формул (1.20)-(1.22), 
(1.47). Как выяснилось, частота волны при совсем малых скоростях ее 
распространения, как и в линейной теории, равна плазменной электронной. По 
мере увеличения скорости частота волны, как и в теории с неподвижными 
ионами, уменьшается, но только до некоторого минимального значения (рис. 
1.6, 1.7). Затем, при дальнейшем росте скорости, частота начинает 
увеличиваться, при некоторой скорости волны снова становится равной 
плазменной и для ультрарелятивистских волн в холодной плазме частота 
неограниченно растет  при стремлении скорости волны к скорости света. 
Отсюда следует, что в случае неподвижных ионов частота волны ω  монотонно 
падает с увеличением γ, но с учетом динамики ионов монотонное падение 
останавливается, а когда  движение ионов в волне становится все более 
активным, частота начинает расти с ростом γ.   

Из анализа зависимости частоты волны от ее скорости, полученной в 
разделе 1.2,  можно предположить, что динамика ионов начинает влиять на 
характеристики волны для параметров волны, при которых ее частота имеет 
минимум, т.е. при   ρ ≈ µ/2.  Другими словами,  движение ионной компоненты 
плазмы  «включается»  при  амплитудах  электрического  поля  волн E0m ≈ 
 ≈ (mc/e)ωp0γ1/2 ≈ (mc/e)ωp0µ1/2.  Если, как это предполагается в работе [68], 
значение E0m по порядку величины сравнимо с максимальным значением 
электрического поля в лазерном импульсе ELm ∼ E0m, то приведенное  выше 
значение  E0m  согласуется с оценкой, полученной в работе [68] для 
максимального поля ELm, больше которого, как считают авторы этой работе, 
уже необходимо учитывать движение ионной компоненты плазмы.    
 Интересные особенности в продольных волнах имеет форма профилей 
потенциала и электрического поля. Для выбранной нами точки на профиле 
волны, в которой мы положили потенциал равным нулю и от которой ведется 
отсчет величины потенциала, мы получили, что полный размах колебаний 
потенциала для релятивистских волн определяется преимущественно 
положительной амплитудой. Как выяснилось, в некотором диапазоне 



 58 

скоростей электрическое поле в релятивистских волнах имеет профиль, весьма 
близкий к пилообразному. При ρ > 10 становится пилообразной отрицательная 
часть потенциала. При увеличении скорости распространения волн, в 
ультрарелятивистском пределе, пилообразным становится весь профиль 
потенциала в волне, а профиль электрического поля имеет прямоугольную 
форму. 
 Для электрон-протонной плазмы, рассмотренной нами, необходимо 
особо подчеркнуть, что, как  видно из формулы (1.53) и рис. 1.6, частота волны  
ω отличается от плазменной электронной менее чем на порядок величины 
(максимум в 7 раз) в достаточно большом диапазоне изменения параметра ρ :  
1  ≤  ρ <  105. 
 Основной вывод, который необходимо отметить прежде всего, – это то, 
что при исследовании нелинейных ленгмюровских волн учет движения ионов 

принципиален. Как мы видим, зависимость частоты от амплитуды  (ε) и фазо-

вой скорости (γ) волн, а также от параметра µ, характеризующего массовый 
состав плазмы, полностью противоположна для двух крайних случаев: 1) для 
плазмы, в которой предполагается, что ионы бесконечно тяжелые и непод-

вижные (µ → ∞), – частота всегда ниже частоты линейных волн ωp0  и с 

увеличением  параметра ρ = γε монотонно уменьшается,  2) для электрон-

позитронной  плазмы,  в  которой  массы ионов  и  электронов  равны (µ = 1), 
следовательно, движение  ионов (в данном случае – позитронов) происходит 
наравне с электронами, – частота всегда выше частоты линейных колебаний  и 
с увеличением ρ монотонно растет.  Для промежуточного случая, когда пара-

метры плазмы таковы, что µ  >> 1, зависимость частоты от характеристик волн 
достаточно сложна и выражается формулами  (1.52), (1.53). Другой очень 
важный вывод – это то, что частота в общем случае зависит существенным 

образом от всех трех параметров задачи: γ, ε  и   µ, причем при заданном 

значении µ величина частоты контролируется параметром ρ, равным произве-

дению γ на ε  (ρ  = γε), т.е. в одинаковой степени зависит как от скорости, так 

и от амплитуды волн.  
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1.3. Ионно-звуковые нелинейные и ударные волны 
 

Рассмотрим   бесстолкновительную плазму с температурой электронов Te   
и температурой ионов Ti  в отсутствие магнитного поля. Будем считать плазму 
неизотермической − полагаем Te >> Ti. В такой плазме, кроме ленгмюровских 
волн, рассмотренных нами в разделе 1.1, существуют еще ионно-звуковые ко-
лебания и волны, которые в гидродинамическом приближении в одномерном 
случае описываются уравнениями [34]: 
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E  4πe(n  − ne) = 4πe[n − n0 exp(eφ/Te)],                                                    (1.61) 

где  n0 – невозмущенная плотность плазмы, переменные  n – плотность ионов,  
ne – плотность электронов, v – скорость ионов, φ – потенциал и E – напряжен-
ность электрического поля являются функцией координаты x, а температура 
электронов Te – постоянный параметр. В уравнении (1.61)  формула для плот-
ности электронов ne = n0 exp(eφ/Te) следует из предположения, что в низкочас-
тотных ионно-звуковых колебаниях (ω << ωpe) сила, связанная с давлением 
электронов, уравновешена силой электрического поля волны, которое для 
очень подвижных электронов можно считать стационарным.  

В линейном приближении из уравнений (1.59)-(1.61) можно получить 
дисперсионное соотношение [34]: 
 ω(k) = ωpi kde /( 1 + k2de

2)1/2 = kСS /(1 + k2de
2)1/2,                (1.62) 

где  ωpi  =  (4πe2n0 /M)1/2   –  ионная плазменная частота,  СS = (Te /M)1/2  – ско-
рость ионного звука. Из уравнения (1.62) следует, что в длинноволновом при-
ближении (k2de

2 << 1) ионно-звуковые волны (ИЗВ) распространяются в плазме 
со скоростью ионного звука  vf  = ω/k = vg = dω/dk  = СS, а коротковолновые ко-
лебания (k2de

2 >> 1) практически не распространяются (локализованы в месте 
зарождения) и имеют частоту ω  = ωpi. Нас будут интересовать главным обра-
зом длинноволновые ИЗВ, в которых соблюдается квазинейтральность и в ко-
торых уравнение (1.61) можно заменить соотношением 
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 n = ne = n0exp(eφ/Te),                                   (1.63) 
         Замечательное свойство ИЗВ произвольной амплитуды заключается в том, 
что для них можно получить решение в виде простых волн. Действительно, 
предполагая, что плотность и скорость являются функциями друг друга, из 
уравнений (1.59), (1.60) и (1.63) можно получить решение, описывающее дви-
жение произвольного возмущения плотности в плазме, в котором фазовая   ско-
рость плоскостей, на которых плотность постоянна выражается формулой: 
v(n)|n = const = СS [ln(n/n0) + 1]. Из этого решения следует, что точки, находя-
щиеся на профиле возмущения, в которых плотность больше, имеют большую 
скорость. Это означает, что передний профиль движущегося возмущения 
большой амплитуды будет со временем укручаться и является следствием того, 
что «работает» нелинейное слагаемое v∂v/∂x в уравнении (1.59).  Для простых 
волн укручение, т.е. появление гармоник с большими волновыми числами, бу-
дет продолжаться до тех пор, пока соблюдается квазинейтральность и справед-
ливо приближение (1.63).  Когда величина ширины фронта возмущения, 
уменьшаясь, приблизится к размеру дебаевского радиуса, начнется расплыва-
ние фронта, действие которого объясняется тем, что, согласно дисперсионному 
соотношению (1.62), гармоники с меньшей длиной волны имеют меньшую фа-
зовую скорость. Таким образом, нелинейное укручение, с одной стороны, и 
дисперсионное расплывание – с другой, могут привести к образованию в плаз-
ме установившейся ИЗВ большой амплитуды.  

Таким образом, мы приходим к заключению о том, что в бесстолкнови-
тельной плазме в отсутствие магнитного поля существует две ветки колебаний: 
1) ленгмюровские, 2) ионно-звуковые и закон дисперсии этих колебаний таков, 
что возможно образование нелинейных установившихся волн для обеих веток 
[22; 164].  

Нелинейные уединенные и периодические ионно-звуковые волны в от-
сутствие магнитного поля в плазме с холодными ионами исследовались в рабо-
тах [73; 274]. Эти волны возникают в результате конкуренции между нелиней-
ным укручением фронта волны конечной амплитуды и дисперсией [79; 116; 
164].  

Ламинарную УВ с осцилляторным шлейфом за фронтом (рис. 1.9 а) в 
плазме без магнитного поля впервые исследовали авторы работы [297], рас-
сматривая отраженные ионы в качестве механизма диссипации.  
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Рис. 1.9. Профиль потенциала в ламинарной ударной 
волне: а – с осцилляторным фронтом, б – монотонный 

 
Возможность существования УВ с монотонным 

профилем потенциала (рис. 1.9 б) установили авторы 
работ [299; 345; 349], подбирая соответствующим обра-
зом функцию распределения захваченных в волне элек-
тронов. В настоящее время возможность существования 

ламинарных УВ надежно установлена теоретически и экспериментально. 
 
Постановка задачи для ламинарной ударной волны. Рассмотрим задачу 

о нахождении установившегося профиля потенциала ламинарной УВ в бес-
столкновительной плазме в отсутствие внешних полей и токов. Задача ставится 
следующим образом. Пусть одномерная установившаяся УВ бежит в отрица-
тельном направлении оси Оx с постоянной скоростью. Перейдем в систему от-
счета волны, в которой в рассматриваемом случае все интересующие нас вели-
чины не зависят от времени. В этой системе отсчета поведение электронов и 
ионов в бесстолкновительной плазме описывается кинетическими уравнения-

ми Власова: 
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f .                                  (1.64)  

Мы предполагаем, что плазма состоит из заряженных частиц разного сорта и в 
уравнении (1.64) обозначили, соответственно, через fk(v, x), qk , mk функцию рас-
пределения, заряд и массу k-той компоненты плазмы. Входящее в эти уравне-
ния электрическое поле волны E(x) определяется из уравнения Пуассона   
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k

kk nq
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dE

π                                  (1.65)  

где nk(x) – плотность частиц k-той компоненты. 
 Для пространственной структуры профиля потенциала ламинарной УВ 
существует две очевидные возможности: 
 a) профиль с постоянными осцилляциями за фронтом (рис. 1.9а), причем 
в осцилляциях за фронтом могут быть захваченные электроны и ионы, а перед 
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фронтом – ионы, отраженные от переднего (положительного) горба потенциа-
ла; 
 б) монотонный скачок потенциала от нуля до амплитудного значения 
(рис. 1.9б). 
 В работе [297] высказана идея о том, что роль бесстолкновительного ме-
ханизма диссипации в УВ могут играть ионы, отраженные  от  фронта волны. 
Следуя этой мысли, будем искать решение уравнений (1.64), (1.65) в виде вол-
ны со шлейфом (рис. 1.9а), предполагая, что в области I (рис. 1.9а) имеются как 
налетающие на горб потенциала ионы, так и отраженные от него, а в области II 
присутствуют только ионы, преодолевшие разность потенциалов во фронте 
волны. Нам необходимо найти решение отдельно для областей I и II, а затем 
сшить их в точке x = 0. 
 Считая, что скорость волны существенно меньше тепловой скорости 
электронов, предположим, что плазменные электроны (в том числе и захвачен-
ные) во всем пространстве имеют максвелловское распределение по скоростям 
с температурой Te: 
  feo(v) = exp(–mv2/2Te).                                         (1.66) 
 Для стационарных одномерных волн решением уравнения (1.64) для ион-
ной функции распределения f(v, x) будет любая функция полной энергии час-

тицы ε = Mv2/2 + qϕ(x). В рассматриваемых нами областях I, II (рис. 1.9а) 

функция ϕ(x) монотонна, поэтому функции распределения ионов будут опреде-
лены полностью в этих областях, если они определены в какой-либо одной точ-
ке. Будем  считать  функции   f(v, x ) известными  при   x = – ∞,  где  положим 

ϕ(–∞) = 0. Зная функции распределения частиц, пространственный ход потен-
циала можно найти из уравнения (1.65). 
 Для нахождения ϕ(x) удобнее воспользоваться полученным с помощью 
уравнений (1.64) - (1.65) законом сохранения полного импульса плазмы: 
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где ck – некоторые константы. Суммирование в (1.67) производится по всем 
компонентам плазмы. Заметим, что стационарные функции fk(v, x), входящие в 
выражение (1.67), можно найти из уравнения (1.64), записанного в системе ко-
ординат, движущейся со скоростью волны. 
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 Положим, что плазма состоит из множества групп частиц. Каждая группа 
имеет свою функцию распределения fk и движется как целое относительно сис-
темы волны вдоль оси Оx со скоростью uk. Мы считаем функции распределения 
частиц известными в системе волны при   x = – ∞, где  ϕ  = 0: fk(v, –∞) = fk0(v0); 
здесь v0 – скорость частиц при x = –∞. По этой причине удобнее преобразовать 
выражение (1.67) таким образом, чтобы в него вошли задаваемые функции 
fko(v0). Для этого достаточно, учитывая закон сохранения энергии частиц  

v0
2 = v2 + 2qϕ(x)/mk, перейти в интегралах (1.67) к переменным v0. Проделав 

это, получим: 
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Обозначим выражение в фигурных скобках через P(ϕ). Интегрируя уравнение 
(1.68)  по  x,  получим   P(ϕ) = const,  где  постоянная интегрирования не зави-
сит от  x. Положим const = P(0). Тогда получим: 
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где E0 = –dϕ/dx – электрическое поле при x = –∞. Положим здесь для простоты 
E0 = 0. Для электронной компоненты  константу  ce,  входящую  в  уравнение  

(1.69),  найдем  из условия n0 = ce ∫ 00 )( vv dfe : ce = n0/ mTe /2π ,  где n0 – плот-

ность плазмы при x = –∞. Подставляя (1.66) в (1.69),  и  переходя  к  безразмер-

ным  переменным w = v0/Uk,  ξ = x/λe,  ψ  = eϕ/Te,   получим окончательное 
уравнение для определения потенциала ψ (ξ):        
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где  MSk = Uk/cs и введены новые  нормировочные коэффициенты  nk = ckUk/n0. 
Суммирование в уравнении (1.70) производится только по ионам. Константы nk,  
входящие в уравнение (1.70),  можно найти,  полагая  плазму  квазинейтральной 
при x = –∞, из соотношения: 
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Введем новую функцию V(ψ) = 
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плотность энергии электрического поля. Функция V(ψ), очевидно, удовлетво-
ряет уравнению: 

 
ψξ

ψ
d
dV

d
d

−=2

2

.   (1.72) 

Из вида уравнения (1.72) вытекает, что V(ψ) играет роль эффективной потенци-
альной энергии системы. 
 Далее в этом разделе рассмотрим плазму, состоящую из одного сорта од-
нозарядных ионов и электронов. В частном случае холодных ионов (Ti = 0) для 
эффективной потенциальной энергии получим известное выражение [165]: 
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Графики V0(ψ) для различных значений числа Маха  MS = U/CS приведены на 
рис. 1.10, из которых следует, что в данном случае в зависимости от значения 
V0(0) можно сконструировать периодические и уединенные волны. Однако эти 

волны не являются ударными, так как 
здесь нет диссипации. 
 
Рис. 1.10. График эффективной потенци-
альной энергии при различных значений 

числа Маха М 
 
 Как уже отмечалось выше, роль 

бесстолкновительной диссипации в нашем рассмотрении будут играть ионы, 
отраженные от переднего фронта волны. Такое отражение ионов возможно 
только в плазме, ионы которой имеют некоторую отличную от нуля температу-
ру Ti. 
 Для нахождения профиля УВ в плазме с «теплыми» ионами, функцию 
распределения  ионов возьмем в виде (рис. 1.11): 
                             
 f0(w)=        exp[–θMS

2(w – 1)2/2],      w ≥  –w0,                                      (1.74)                                                                        
                            0,  w < –w0, 

здесь w0 = 2/2 SA Mψ , θ =Te/Ti (ψA – амплитуда потенциала: ψA = ψ(0)). 
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Рис. 1.11. Функция распределения ионов  

в невозмущенной плазме 
 
 Из распределения (1.74) в область II (ξ > 0) 
попадают  лишь  те   частицы,  скорость   которых  
w > w0. Полагаем, что захваченных  ионов нет. 
При ξ < 0 в точке с произвольным потенциалом   
ψ(ξ)  имеются  частицы  со  скоростями  w > wψ ≡  

≡ 2/2 SMψ  и отраженные – находящиеся в ин-

тервале –w0 < w < –wψ (на pис. 1.11 число таких частиц изображено незаштри-
хованной площадью). Учитывая  эти  рассуждения  для  нахождения  пределов  
интегрирования и подставляя функцию распределения (1.74) в выражение 
(1.70), получим [10]: 
 – при ξ < 0 
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где F(w, wψ) = w 22
ψww − exp[–θ MS

2(w – 1)2/2. 

 Для решения уравнений (1.75), (1.76) необходимо знать соотношение ме-
жду MS и ψA  (т.е. между скоростью волны и ее амплитудой). Эту зависимость 

найдем из уравнения (1.75), полагая 0, =







=

= A
d
d

A
ψψξ

ψ
ψψ :   
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Таким образом, задаваясь, например, величиной MS, из уравнения (1.77) нахо-
дим соответствующее ψA и затем, подставляя MS и найденное ψA в (1.74), (1.75),  
находим профиль потенциала: ψ = ψ(ξ).  
 
 Методы численных расчетов. В общем случае уравнения (1.75), (1.76) 
аналитически не решаются, поэтому их решение проводилось методами чис-
ленного счета. Основная доля времени приходится на вычисление интегралов, 
поэтому большое внимание было уделено выбору и исследованию подходящей 
процедуры, вычисляющей интегралы. В результате проб была выбрана проце-
дура вычисления интегралов по методу Симпсона. Путем многочисленных тес-
тов было определено, что с помощью этой процедуры с большой точностью  
(∼ 10-5) вычисляются интегралы только от монотонных функций. Это было уч-
тено в расчетах – все интегралы разбивались на сумму интегралов от монотон-
ных функций. Затем был определен шаг интегрирования, при котором точность 
вычислений была наилучшей. 
 Интегрирование полученных выше дифференциальных уравнений (1.75), 
(1.76) осуществлялось методом Рунге-Кутта. При решении этим методом необ-
ходимо соблюдать осторожность, т.к. уравнения типа (1.75), (1.76) относятся к 
классу неустойчивых [152]. Для проверки устойчивости уравнения (1.75), (1.76) 
с одними и теми же значениями параметров MS, ψA решались дважды с различ-
ными начальными условиями. В первом случае решение  начиналось от макси-
мального значения  потенциала, в другом – начиная от небольших величин ψ ≈ 
≈ 0. Оставлялись только те решения, в которых пара  вычисленных при задан-
ном x значений ψ (x) отличалась менее чем на 1%. 
 Кроме того, для проверки полученных решений проводилось их сравне-
ние с уже известными. Решение уравнения (1.75)  при больших θ должно быть 
близко к солитонному. Действительно, как показала проверка, при параметрах  
θ  =103, MS = 1,3 профиль переднего фронта УВ повторяет профиль уединенной 
волны с тем же числом Маха. Кроме этого сравнивались зависимости  
MS = MS(ψA), полученные из решения уравнения (1.77) при больших   θ  с  из-
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вестной  зависимостью  [165] (соотношение (1.73) ), полученной для холодных 
ионов. 
 
 Результаты вычислений. Сначала было решено уравнение (1.77), т.к. за-
висимость MS = MS(ψA) необходимо знать в первую очередь. Результат решения 
этого уравнения приведен на рис. 1.12. Область существования решений огра-
ничена кривыми 1 и 2. Кривая 1 – зависимость для гидродинамических уеди-
ненных волн, полученная из уравнения (1.73), кривая 2 – огибающая предель-
ных значений чисел Маха. Дело в том, что в случае УВ, так же как и для соли-
тонов, скорость волны тоже имеет предельное значение, выше которого реше-
ния нет. При стремлении температуры ионов к нулю предельное значение чис-
ла Маха приближается к солитонному MS* ≈ 1,6. При этом кривая зависимости 

MS(ψA), как и следует ожидать, близка 
к кривой 1. 

  
Рис. 1.12. Зависимость скорости удар-
ной волны от амплитуды потенциала 

 
 На  рис. 1.12 также приведена 
зависимость предельных значений чи-
сел Маха и скорости линейной ионно-
звуковой волны от θ  (соответственно, 
кривые 3 и 4). Точка пересечения кри-
вых дает критическое значение темпе-

ратуры ионов Ti* ≈ 0,2Te, выше которой существование УВ невозможно. 
 При увеличении температуры ионов предельная скорость УВ стремится к 
значению MS* ≈ 1,3. Предельные значения получаются из уравнения (1.77)  при 
выполнении   условия   квазинейтральности   в   точке   максимума  потенциала: 
ne(ψA) = ni(ψA). В этом случае решение для потенциала имеет монотонный ха-
рактер. 
 Особенности структуры УВ можно проследить качественно, исследуя 
графики эффективной потенциальной энергии V1(ψ) и V2(ψ). Зависимость 

V1(ψA) при различных числах Маха MS и заданной температуре θ = 500, приве-
дена на рис. 1.13. При других θ вид графиков аналогичен. Из приведенных кри-
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вых видно, что при MS < 1 волны не образуются, так как нет потенциальной 
ямы. 

Рис. 1.13. График эффективной  
потенциальной энергии 

 
 При MS > 1 появляется яма, ко-
торая существует до некоторого кри-
тического значения числа Маха MS*. 
При MS = MS* кривая V(ψA) касается 

оси ψA, при этом dV/dψA = 0. Это условие означает, что ne(ψA) = ni(ψA), т.е. в 

этой точке плазма квазинейтральна. Поведение кривых V2(ψA) при этом показа-
но на pис. 1.13 пунктирными линиями. Видно, что с увеличением числа Маха 
ширина ямы V2(ψA), по которой, собственно, и определяется амплитуда осцил-
ляций за фронтом волны (см. pис. 1.9), при MS → MS* стремится к нулю. Таким 
образом, при MS = MS* профиль УВ имеет 
монотонный вид. При этом для ξ = ±∞   
ne = ni. Эти качественные выводы под-
тверждают численные расчеты. 
  
Рис. 1.14. Расчетные профили потенциала 

в зависимости от скорости ударной 
волны (Те/Тi = 1000) 

 
 На рисунках 1.14-1.17 приведен про-
филь потенциала УВ при различных ско-
ростях волны для величин θ =1000, 200, 100, 30, а на рис. 1.18 – профиль при 
различных температурах ионов для заданного значения MS = 1,2. Из рис. 1.14-
1.18 следует, что амплитуда и период осцилляций уменьшаются с увеличением 
температуры и скорости волны. 
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Рис. 1.15. Расчетные профили  
потенциала в зависимости от  
скорости ударной волны  
(Те/Тi = 200) 
 
                                                                                     Рис. 1.16. Расчетные профили 
                                                                                      потенциала в зависимости от  
                                                                                        скорости ударной волны  

                                                         (Те/Тi = 100) 
 

 
 

Рис. 1.17. Расчетные профили потенциала  
в зависимости от скорости ударной 

волны (Те/Тi = 30) 
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 При пренебрежимо малой температуре ионов θ ∼ 103 ÷ 104 профиль пе-
реднего фронта волны для MS – 1 << 1 совпадает с профилем уединенной вол-
ны (солитона) при том же MS. Этот факт позволяет качественно представить УВ 
как совокупность отталкивающихся солитонов, удерживаемых в равновесии, с 
одной стороны, своеобразным поршнем, рождающим солитоны, а с другой сто-
роны – давлением отраженных частиц. 
 Действительно, образование своеобразной УВ с периодическим шлейфом 
за фронтом можно понять из следующих качественных рассуждений [159; 165]. 
Пусть в бесстолкновительной плазме с холодными ионами в отсутствие маг-
нитного поля движется поршень со скоростью меньшей, чем скорость ионного 
звука. Движение поршня породит возмущение типа уединенной волны. Ско-
рость волны определяется тем условием, чтобы плазма в ней двигалась со ско-
ростью поршня. Скорость возмущения больше скорости поршня, поэтому вол-
на уйдет вперед, оставив позади покоящуюся плазму. Однако поршень продол-
жает двигаться, так что образуется следующая волна и так далее. 
 Для установления стационарной картины необходимо, чтобы вся плазма 
между поршнем и головной волной двигалась со скоростью поршня. Если уе-
диненные волны симметричны, то нужно заполнить все пространство волнами, 
создать последовательность осцилляций. Если скорость с самого начала была 

больше, то нужно увеличить скорость и 
амплитуду всех уединенных волн. Однако 
это образование не является УВ потому, 
что, во-первых, здесь нет диссипации,   
 
Рис. 1.18. Расчетные профили потенциала  

в зависимости от температуры ионов 
(MS  = 1,2) 

 
во-вторых, совокупность уединенных волн 
(солитонов) сама по себе не является ус-
тойчивой, т.к. все волны отталкиваются 
друг от друга и стремятся разбежаться 
[159; 266; 279]. 
 Картина существенно изменится, ес-
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ли температура плазменных ионов отлична от нуля. В этом случае всегда име-
ется хотя бы небольшая группа ионов, отражающихся от движущегося передне-
го (рис. 1.9) потенциального горба, и возможно образование УВ. Эффект отра-
жения ионов от переднего фронта будет играть в такой волне роль бесстолкно-
вительной диссипации, а давление, возникающее при отражении частиц от 
фронта, – сдерживать разбегание уединенных вон, обеспечивая таким образом 
устойчивость УВ в целом. Под фронтом УВ подразумевается половина голов-
ной уединенной волны. Толщина фронта определяется дисперсионными свой-
ствами плазмы. Очевидно, что отраженные ионы забирают часть энергии от 
волны и в отсутствии поршня волна бы затухала. 
 Необходимо заметить в заключение, что в проведенных расчетах функция 
распределения электронов, в том числе и захваченных, считалась максвеллов-
ской (формула (1.66)). Однако, как показано [92], при Te >> Ti и при медленном 
(для электронов) изменении электрического поля в процессе образования УВ 
может произойти бесстолкновительный захват электронов в горбы потенциала, 
причем функция распределения захваченных частиц оказывается существенно 
не максвелловской. Этот факт, как показано в работе [92], приводит к тому, что, 
например, критическое число Маха равно уже не 1,6, а 3,1, т.е. существенно 
изменяются свойства нелинейных волн.  
 
 Солитон в двухпотоковой плазме. Выше мы предполагали, что плазма 
состоит из однозарядных ионов одного сорта и электронов. В данном разделе 
мы рассмотрим ионные волны в системе двух взаимопроникающих ионных по-
токов. Этот случай имеет интересные особенности и может реализоваться в 
экспериментальных условиях (пучки в плазме, плазма смеси газов и т.п.). 
Функцию распределения электронов возьмем, как и выше, в виде  (1.66). 
 В случае Ti ≠ 0  для разных потоков необходим специальный подбор па-
раметров, поэтому мы для простоты ограничимся случаем одинаковых взаимо-
проникающих потоков: n1 = n2, MS1 = – MS2 = MS, Z1 = Z2 = 1. В этом случае со-
литонные решения существуют, если суммарная функция распределения ионов 
f0 = f1 + f2 симметрична относительно точки w = 0, иначе условие квазинейт-
ральности не может выполняться при x = ±∞ одновременно. Зададим функцию 
распределения ионов следующим выражением: 
 f0(w) = exp[–θ⋅MS

2(w– 1)2/2];        –∞ < w < ∞.                (1.78)  
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Константа ni  в этом случае равна ni = 1 ∫
∞

∞−

−−⋅ ]2/)1(exp[ 22 ww SMd θ . 

Подставляя (1.78)  в (1.70) , получим: 
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 Зависимость скорости волны MSc = MS/(1 + 3/θ)1/2, нормированной на ско-
рость линейной ионно-звуковой волны, от амплитуды ψA, полученная из  (1.79)  
при V(ψA) = 0, приведена на рис. 1.19. Там же приведена зависимость предель-
ной скорости двухпотоковых солитонов MS.crit от температуры θ. На рис. 1.20 
приведен профиль двухпотокового солитона при фиксированной скорости вол-
ны MS = 1,2 для различных температур ионов. 

 
Рис. 1.19. Зависимость скорости  
уединенной волны от амплитуды  

потенциала в двухпотоковой плазме 
 
 Стационарные уединенные волны, 
естественно, не могут существовать, если 
плазма неустойчива вследствие раскачки 
колебаний в многопотоковой системе. Так 
как в рассматриваемой одномерной моде-
ли косые волны не учитываются, то самой 
опасной будет пучковая неустойчивость 

относительно раскачки продольных ионно-звуковых колебаний [156]. По этой 
причине в случае Ti = 0 имеют смысл лишь те решения, для которых выполня-
ется критерий устойчивости двух встречных ионных потоков, который получен 
в работе [73]: U2 > (n1

1/3 + + n2
1/3)3, где U – относительная скорость потоков. 

Для случая Ti ≠ 0 потоки в области параметров, где существуют двухпотоковые 
солитоны, устойчивы. Как и в случае УВ решение для солитонов корректно при 
малом числе отраженных частиц, когда потенциал при x = ±∞ много меньше 
амплитудного. 
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Рис. 1.20. Профиль потенциала 

двухпотокового солитона 
 
 Двухпотоковый солитон в 
плазме с Ti ≠ 0 можно качественно 
представить себе следующим об-
разом. Пусть в плазме создано 
возмущение, представляющее со-

бой симметричный горб потенциала. Под действием электронного давления  
(Te >> Ti) этот горб стремится расплыться. Однако, электронное давление мож-
но уравновесить давлением отраженных от потенциального горба ионов. Как 
следует из приведенных расчетов, при определенных условиях такая возмож-
ность может осуществиться. 
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1.4. Магнитозвуковые нелинейные и ударные волны 
 
В этом разделе мы рассмотрим волны в замагниченной плазме. Как извест-

но [34], в плазме в присутствие магнитного поля существует множество ветвей 
колебаний. Рассмотрим одну из них, на основе которой, по аналогии с НЛВ и 
ИЗВ, можно построить нелинейную или ударную волну. В  линейном прибли-
жении  эта ветка носит название «Быстрый магнитный звук» (БМЗ). Движение 
частиц в БМЗ колебаниях в общем случае описывается уравнениями Максвелла 
для электромагнитных полей и уравнениями движения и непрерывности  для  
электронов  и  ионов.  Для слабозамагниченной (ωce << ωpe) плазмы низкого 
давления ([neTe, niTi] << B2/8π)  эту систему уравнений можно упростить, считая 
плазму  квазинейтральной  (ne = ni = n)  и  вводя  массовую  скорость  u = (Mvi +  
+ mve)/(M + m) [116]: 
 ∂n/∂t + div(nu) = 0,  
          ∂u/∂t + u∇u = [rotB×B]/(4πnM),  
          E =  –[u×B] + (M/e)(∂u/∂t + u∇u) – (m/e)(∂ve/∂t + ve∇ ve),   
          ∂B/∂t = – rotE/c,  
           rotB = 4πne(u – ve)/c, 
где  ve, vi, E, B – скорости электронов, ионов и векторы электрического и маг-
нитного полей. Для простоты мы рассмотрим одномерный случай, в котором 
волна распространяется по оси Ox, магнитное поле направлено по оси Оz. Вве-
дя обозначения  B = Bz, u = ux, приведенные выше уравнения в компонентах за-
пишем в следующем виде: 
 ∂n/∂t + ∂(nu)/∂x = 0,                                        (1.80) 
          ∂u/∂t + u∂u/∂x = –(1/nM)∂(B2/8π)/∂x,                        (1.81) 
          Ex = (1/4πne)(∂u/∂t + u∂u/∂x),                                   (1.82) 
 Ey = uB/c – (m/e)(∂vey/∂t + u∂vey/∂x),                         (1.83) 

           ∂B/∂x = 4πnevey /c,                                            (1.84) 

            ∂B/∂t = ∂(uB)/∂x + (m/c)∂/∂x(∂vey /∂t + u∂vey /∂x).                                   (1.85) 
В линейном приближении для плазмы из уравнений (1.80)-(1.85) получим 

дисперсионное соотношение для БМЗ волн: 
 ω2/k2 = VA

2/(1 + k2c2/ωpe
2),                                      (1.86) 
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где VA = B0 /(4π Mn0) – альфвеновская скорость, B0 , n0   – невозмущенные маг-
нитное поле и плотность плазмы. 

Дисперсионное соотношение для магнитозвуковых волн (МЗВ) подобно 
закону дисперсии для ИЗВ (см. формулу 1.62). Если для ИЗВ характерный раз-
мер, на котором начинает проявляться дисперсия, равен дебаевскому радиусу, 
то для МЗВ характерный дисперсионный размер  – это длина  c/ωpe, связанная с 
инерцией электронов. 

Если рассматривать длинноволновые низкочастотные движения плазмы в 
присутствие магнитного поля, то исходную систему уравнений можно свести к 
уравнениям идеальной магнитной гидродинамики в отсутствие давления, кото-
рые допускают решения в виде простых волн [34]. Как и в случае простых волн 
в неизотермической плазме в отсутствие магнитного поля, здесь наблюдается 
укручение движущихся возмущений плотности, следовательно, с учетом закона 
дисперсии (1.86) возможно  образование установившихся нелинейных МЗВ.  

Для описания установившихся МЗВ волн используем уравнения (1.80)-
(1.85), которые в системе отсчета волны примут вид: 

 ∂(nu)/∂x = 0,                                           (1.87) 
         u∂u/∂x = –(1/nM)∂/∂x(B2/8π),                             (1.88) 
          Ex = –(1/4πne)u∂u/∂x,                                                                                  (1.89) 
          Ey =  uB/c – (m/e)u∂vey /∂x,                               (1.90)  

          ∂B/∂x = 4πnevey /c,                                      (1.91) 
          ∂Ey/∂x  = 0.                                       (1.92)  
          Положим  в  точках,  где   плазма   не   возмущена  волновым  движением,   
n = n0 ,  B = B0 ,  u = U,  тогда  из  (1.87)  и  (1.92)  получим nu = n0U, Ey= const =  
= UB0/c.  Учитывая соотношение nu = n0U, из (1.88) получим   Mn0Uu + B2/8π = 
= Mn0U 2 + B0

2/8π ,   откуда  следует выражение, связывающее скорость плазмы 
и магнитное поле,  u/U = 1 – (B2 – B0

2)/(8π Mn0U 2). 
   Далее, из (1.89) получим формулу для потенциала в волне: 

           ϕ = (MU2/2){1– [(B2 – B0
2)/(8π Mn0U2) –  1]2}, 

где мы приняли, что ϕ = 0  при B = B0. Из (1.90)-(1.91) следует уравнение для 
определения магнитного поля: 

   –(c2/ωpe
2)(u/U)∂/∂x[(u/U)∂B/∂x] = B0 + uB/U . 
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Умножая это уравнение на ∂B/∂x и интегрируя один раз, получим [165]: 
  –(c2/ωpe

2){[(B2 – B0
2)/(8π M n0U 2) –1] ∂B/∂x}2 =                                       (1.93) 

          = (B – B0) 2[[(B+B0)2/(16π M n0U 2) –  1] + const. 
Качественно можно представить решение для магнитного поля, воспользо-

вавшись формализмом движения частицы в поле эффективного потенциала. В 
данном случае эффективный потенциал представляется формулой 

       Veff  =  22
0

2
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2
0

2
0

2
0

222
0

]1)8/()[(
]1)16/()[())(/()/(

−−
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MunBB
сonstMunBBBBcxB pe

π

πω
, 

    (1.94) 
где   (∂B/∂x)0  –  производная в точке, в которой B = B0. Решения в поле потен-
циала Veff  описывают периодические волны. Особый случай имеет место, когда 
const = 0 и решение выглядит как уединенная волна – солитон. Для определе-
ния распределения магнитного поля в магнитозвуковом солитоне имеем урав-
нение [165]: 
        ±(c/ωpe)∂B/∂x = (B – B0)[1– (B+B0)2/(16πMn0U2)]1/2/[(B2–B0

2)/(8πMn0U2) – 1]2. 
    (1.95) 
Учитывая, что в точке ∂B/∂x = 0 магнитное поле максимально (B = Bm), для 
магнитозвукового солитона получим соотношение, связывающее амплитуду 
магнитного поля Bm и его скорость: 
 U 2 = (Bm+B0)2/(16π Mn0).    (1.96) 
Для движущихся возмущений часто используется безразмерная скорость МА =  
= U/VA (она носит название альфвеновского числа Маха), через которую фор-
мулу (1.96) можно записать в виде МА

2 = [(1 + Bm/ B0)/2] 2.  
 Для амплитуды потенциала получим формулу: 

  ϕА = (MU2/2)[1–  (Bm
 – 3B0)2/(Bm+B0)2],    (1.97) 

из которой следует, что при  Bm
  → 3B0   ϕm  → MU 2/2,  скорость плазмы U → 0, 

а плотность n → ∞. Все это означает, что для магнитозвукового солитона ам-
плитуда магнитного поля Bm = 3B0 является предельно возможной [165]. При 
этом предельное альфвеновское число Маха для солитона МАm = 2. 

Состояние плазмы до и после прохождения солитона не изменяется. Учет 
какой-либо диссипации нарушает обратимость, и в этом случае можно постро-
ить решение, описывающее УВ, в которой свойства плазмы до и после фронта 
будут отличаться. В отсутствие столкновений состояние среды после прохож-
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дения волнового возмущения может изменяться за счет наличия в плазме коле-
баний.  Взаимодействие частиц и мелкомасштабных колебаний дает основание 
для введения в рассмотрение так называемых аномальных коэффициентов пе-
реноса, которые могут приводить к таким же эффектам, что и столкновитель-
ные процессы. Таким образом, беря за основу нелинейное решение типа уеди-
ненной волны, затем, учитывая бесстолновительную диссипацию, можно по-
строить решение типа УВ. Как показывают экспериментальные исследования, 
проведенные в лаборатории и в космической плазме, УВ магнитозвукового ти-
па действительно существуют. Яркий пример тому – околоземная магнитозву-
ковая ударная волна (МЗУВ).  
 История изучения МЗУВ насчитывает более 40 лет [165; 273].  На первом 
этапе (1964–1974 годы) основное количество информации получено при прове-
дении теоретических исследований и лабораторных экспериментов. Изложен-
ная в обзоре [215] картина МЗУВ, в основном, остается справедливой до на-
стоящего времени, однако она дополнена большим количеством важных дета-
лей, проясняющих природу диссипативных процессов, увеличивших многооб-
разие известных пространственных и временных масштабов явлений внутри 
МЗУВ. Новые экспериментальные данные получены, в основном, для гелио-
сферных, в том числе и околоземной  УВ. Измерения проводились со спутни-
ков и космических аппаратов (КА), таких как «Прогноз», ISSE (International 
Sun-Earth Explorer), IMP, Helios, Interball-Tail, Wind, Cassini, Cluster. Аппараты 
пересекали как квазиперпендикулярные (45° ≤ θBn ≤ 90° ), так и квазипарал-
лельные (0°  ≤ θBn ≤  45° ) турбулентные бесстолкновительные УВ (θBn – угол 

между невозмущенным магнитным полем 0В
r

 и нормалью nr  к плоскости фрон-

та МЗУВ). Нормаль nr  может быть определена как 
)()(
)()(

1212

1212

BBBB
BBBBn rrrr

rrrr
r

××−

××−
= ; 

nBnB rrrr
⋅=⋅ 21 , где 1В

r
 и 2В

r
 – магнитное поле перед и за фронтом УВ [223], так 

как в МГД-приближении справедлива теорема компланарности, в соответствии 
с которой магнитное поле с обеих сторон фронта УВ и нормаль к плоскости 
фронта лежат в одной плоскости; нормальная компонента магнитного поля со-
храняется при переходе через фронт. Поверхность же околоземной УВ, сим-
метричная относительно плоскости  эклиптики,  задается  уравнением  второго  
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порядка   a11X2 + a22Y2+ a33XY + a14X + a24Y + a44 = 0,  где коэффициенты  aij  
равны:   a11  =  –0,1023;    a22  =  1;    a33  =  0;   a14  =  44,466;   a24 =  –4,76;  a44 =  
= –629,03 [241].   
 Магнитозвуковая бесстолкновительная ударная волна, по определению, 
существует, если число Маха превышает так называемое критическое число 
Маха  МА = МС,  которое определяется условием перехода в дозвуковое по ско-

рости ионного звука 
М
TC e

S
2

2 =  (Те2 – температура электронов за фронтом) те-

чение за фронтом волны. Формирование УВ описывается как процесс, в кото-
ром, как уже говорилось, сохраняется баланс между укручением нелинейной 
волны в плазме и различными, возможно, каскадными противодействующими 
этому диссипативными процессами. Они вызываются проявлением дисперсии, 
аномального сопротивления и вязкости и обеспечивают выполнение законов 
сохранения – соотношений Ренкина-Гюгонио, связывающих невозмущенное  
состояние перед фронтом плоской МЗУВ и состояние за фронтом, не завися-
щих в стационарном состоянии от специфики диссипативных механизмов 
[320]: 

 

2

2

1

2

2

2

12

1

A

UX

A

UX

TT

M
Cos

U
U

M
Cos

BB
θ

θ

−

−

=
rr

; (1.98) 

 X
TT

T B
МUn

BBU
11

12
2 4π

rr
r −

= ; (1.99) 

 ( ) 









−++=++

1

2
2

2

2
2

112
2

2 2
11

2
1

U
U

M
Sin

M
МUnPPB

A

UX

S
ie

θ

γ
. (1.100) 

Уравнения (1.98)-(1.100) записаны с учетом сохранения в двумерной системе 
условий квазинейтральности: ie nnn == ; непрерывности: 

ei UnUnn
dt
d rr

∇−=∇−= ; скалярности давления; );( TVUU
rr

=  (индексом Т отме-

чены перпендикулярные к U
r

 компоненты); UXθ – угол между направлением не-

возмущенной скорости и осью Ох;  ось Ох – поперек фронта УВ. 
 Для случая В = 0 система (1.98)-(1.100) преобразуется к стандартным га-
зодинамическим соотношениям Ренкина-Гюгонио: 
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где Р – давление, γ - показатель адиабаты. 
 Для МЗУВ уравнения  (1.98)-(1.100) дополняются уравнениями Максвел-
ла: 
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 Применимость МГД соотношений (1.98)-(1.100) для расчета параметров 
за фронтом УВ тестировалась, например, при вычислении величины В2 по из-
меренным В1 и плазменным параметрам перед фронтом для 204 случаев пере-
сечения  КА  околоземных  МЗУВ  [372].  Было найдено, что одножидкостные с  
γ = 5/3 уравнения сохранения дают значения, удовлетворительно  совпадающие  
с экспериментальными  данными,  для  МА  ≤  10  и θBn  ≥ 45°. Для углов θBn ≤ 45°  

и МА ≥ 10 базовые соотношения Ренкина-Гюгонио для объяснения наблюдае-
мых величин должны быть расширены включением дополнительных физиче-
ских механизмов диссипации, например, введением в уравнения движения, 
уравнения для ионного момента и энергии коэффициентов, учитывающих ко-
нечное сопротивление плазмы и вязкость.   
 Фундаментальным свойством условий на скачке является их независи-
мость от структуры фронта УВ. В применении к бесстолкновительным удар-
ным волнам МГД-уравнения Ренкина-Гюгонио обладают двумя основными не-
достатками: 

• при одножидкостном описании не учитывается реально существующая 
разность между температурами ионов и электронов; они не учитывают 
взаимодействие между электронами и ионами; 

• число степеней свободы для ионов (Si) и электронов (Se) полагается оди-
наковым. 
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          Примером расширения соотношений Ренкина-Гюгонио может быть набор 
уравнений, приведенный в работе [338], в котором эти недостатки устранены: 
температура электронов не полагается равной температуре ионов и приняты 
произвольные показатели адиабаты для ионного и электронного нагревов: 
          xUnUn 2211 = ;   
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 Получен набор из пяти уравнений с шестью неизвестными. Замыкание 
системы уравнений производится с использованием знаний  эксперименталь-
ных данных для различных УВ. Для докритической МЗУВ ионный нагрев пола-
гается адиабатическим, как и электронный: ei SS = . Для сверхкритической – 

пренебрегается электронным нагревом по сравнению с ионным, что приводит к 
одножидкостным уравнениям сохранения. Электронный нагрев может учиты-
ваться введением в уравнения переноса эффективной частоты столкновений νeff.  
Сравнение расчетных данных с результатами эксперимента при введении в 
уравнения измеренной νeff  дает удовлетворительное согласие расчета и экспе-
римента.  
 В цилиндрической геометрии (θ-пинч), если плазма с однородной плот-
ностью n0 помещена в начальное поле Н0 и в начальный момент времени нахо-
дится на радиусе r0,   система МГД-уравнений в лагранжевых координатах име-
ет следующий вид [53]: 
 
 
 
 



 81 

 )(1

00

0 rU
rrn

n
t ∂

∂
=








∂
∂ ;   

 ( )
2

00
2

0

2
2

000

1
)4(8

1








∂
∂

+
∂
∂

−=
∂

∂
r
H

r
r

rМen
mcH

rr
r

Мnt
U

ππ
;   

 







∂
∂

∂∂
∂

+










∂
∂

∂
∂

=







∂
∂

000

2

0

2

0
2

2

0
2

0

22

00

0 1
44

1
r
H

rn
r

rtre
mc

r
H

r
rc

rr
H

n
n

t ππσ
;   

 
2

0
2

2
0

0 16
)1( 








∂
∂

−=







∂
∂

+
∂
∂

r
Hc

n
n

t
P

t
P

n
n

σπ
γγ ;   

 rdrdrr
n
n

=00
0 ;   

 
effm

en
ν

σ
2

0= .   

Последнее уравнение для проводимости σ учитывает джоулево нагревание 
электронов. Магнитное поле на границе изменяется по закону: 
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, 22
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max.0 tASin
trR

rR
trH ω+

−

−
= , где R – радиус токонесущего проводника,  

rmax – начальный радиус шнура в единицах 
ре

с
ω

 ,  r(t) – радиус шнура в момент 

времени t,  А – амплитуда.        
 Для лабораторных УВ, распространяющихся поперек магнитного поля, 
принята классификация, разделяющая их на ламинарные и МЗУВ с апериоди-
ческим профилем [6]. Ламинарная волна существует до МА ≤ 2, имеет осцилля-
торную структуру с затухающим шлейфом осцилляций с пространственным 

масштабом 
ре

с
ω

δ ≈ . Во фронте такой волны плазменные микронеустойчивости  

не развиваются; своим существованием она обязана дисперсионным эффектам. 
При более высоких МА наблюдается апериодический профиль магнитного поля 

с толщиной области максимальных градиентов 
ре

с
ω

10≈∆ . Процесс неадиаба-

тической (аномальной) диссипации в них связан с развитием плазменной тур-
булентности. Совокупность экспериментальных данных не противоречит пред-
ставлению о резистивном механизме диссипации. Предлагалось несколько кон-
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кретных механизмов турбулентности. В пользу токового ионно-звукового ме-
ханизма свидетельствуют данные работы [102], в которой зондовым методом 
обнаружены микрофлуктуации электрического поля с частотой ~ ωрi. Более 
подробные сведения были получены в экспериментах по регистрации рассеяния 
лазерного излучения на флуктуациях плотности плазмы. Было показано, что 
рассеивающие волны распространяются в конусе вокруг направления элек-
тронного тока и имеют спектр, соответствующий ионнозвуковой турбулентно-
сти [325]. Однако в некоторых работах при близких начальных условиях, наря-
ду с утверждением, что регистрируемые колебания вызываются дрейфом элек-
тронов относительно ионов, неустойчивость не идентифицировалась как ион-
нозвуковая, так как фазовая скорость колебаний была близка к тепловой ион-
ной vTi [271; 289]  и вероятным кандидатом называлась электронно-
циклотронно-дрейфовая неустойчивость.   
 Токовые неустойчивости, определяя масштаб резистивной диссипации 
(толщину фронта МЗУВ), задают и верхнюю границу размера области набора 
ионами энергии, особенно если речь идет о лабораторных УВ, изучение кото-
рых ограничено по времени величиной ~ ωсi

-1 (ωсi = eB/Mc – ионная циклотрон-
ная частота).   
 В табл. 1.1, 1.2, следуя [343], мы приводим более полный набор неустой-
чивостей, приводящих к перераспределению энергии в МЗУВ. 

Таблица 1.1 
Плазменные неусточивости для МЗУВ 

 
Неустойчивость Природа  

неустойчивости 
Возбуждение Источник свободной 

энергии 
Ион-ионная Магнитозвуковая Отраженные  

и проходящие 
ионы 

irit UUV −=
rr

0 ; 

стабилизируется при  

AVV >0  

Модифицированная  
двухпотоковая 

Вистлерная мода 
при косом  
распространении 

– Отраженные   
   ионы 
– Проходящие  
   ионы 

– xUUV eir
rrr

⋅−= )(0  

 

– xUUV eit
rrr

⋅−= )(0  
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Неустойчивость Природа  
неустойчивости 

Возбуждение Источник свободной 
энергии 

Нижнегибридная 
дрейфовая 

– Медленные  
дрейфовые волны; 
– Допплер-
сдвинутые вистлеры 

– Отраженные 
(r) ионы 
– Проходящие 
(t) ионы 

 yUUV eir
rrr

⋅−= )(0 , 

0≠∇n  

– yUUV eit
rrr

⋅−= )(0 , 

0≠∇n  
Ионно-звуковая – Квази-мода  

ионных волн; 
 
 
 
– Электронно-
пучковая мода 

– Две популяции  
   ионов,  
   дрейфующие  
   поперек поля 
 
– Электроны  
   и вторичный    
   дрейфующий   
   пучок ионов 









−

−+
=

irit

eiriritit

nn
UUnUnV
rrr

r
0

; 
порог возбуждения  
не наблюдался 

BUUV ie

rrrr
⋅−= )(0 ; 

сильная зависимость  
от iе ТТ /  

Электронно-звуковая Электронно-
пучковая мода 

Электроны  
и вторичный 
дрейфующий 
пучок  
электронов 

BUUV еe

rrrr
⋅−= )( 120 ; 

очень слабая зависимость  
от iе ТТ /  

Электронно-
циклотронная 

Допплер-сдвинутая 
Бернштейновская 
или ионная волны 

Дрейфующие 
электроны 

)(0 ie UUV
rrr

−= ; 

может быть подавлена  

при наличии В
r

∇  
Вистлерная Вистлерная мода 

при параллельном 
распространении 

Электроны,  
анизотропные  
в пространстве 
скоростей  

Те⊥ > Те//; 
может сделать электроны  

изотропными 

 
Таблица 1.2 

Плазменные неусточивости для МЗУВ 
 

Неустойчивость Направление  
распространения 

Типичная  
длина волны 

Частота 

Ион-ионная o
rr

90),( 0 =Bk  
c

k peω
≈

r
 piωγ ≈  
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Неустойчивость Направление  
распространения 

Типичная  
длина волны 

Частота 

Модифицированная 
двух-потоковая 

o
rr

90),(0 0 << Bk ; 

o
rr

90),( 0 ≤Bk  

0/Vk LHy

r
ω≈ ; 

0/Vk LHy

r
ω≈  

piLH ωγωω >≈ ; ; 

piLH ωγωω >≈ ;  

Нижне-гибридная 
дрейфовая 

o
rr

90),( 0 <Bk ; 

o
rr

90),( 0 <Bk  0V
k LHω

≈
r

; 

0V
k LHω

≈
r

 

piLH ωγωω >>≈ ;4 ; 

 

piLH ωγωω >>≈ ;  

Ионно-звуковая o
rr

90),( 0 ≈Bk ; 

o
rr

0),( 0 ≈Bk  

1≤Dkλ ; 

2
1

≤Dkλ  

ωγωω >≤ ;pi ; 

pipi ωγωω 1,0; ≈<  

Электронно-звуковая o
rr

0),( 0 ≈Bk  15,0≤Dkλ  
pipi ωγωω 2107;6 −⋅≈≈

 
Электронно-
циклотронная 

o
rr

90),( 0 ≈Bk  1≤Dkλ  cenωω ≈  

Вистлерная o
rr

0),( 0 ≈Bk  
c

k peω
<  рipe ωγωω >≤ ;  

  

 В таблице γ - инкримент роста амплитуды колебаний, ωLH = ciсеωω  – 

частота нижнегибридных колебаний. 
 При экспериментальном изучении условий формирования МЗУВ было 
обнаружено изменение профиля магнитного поля – появление «подножия» при 
переходе через число Маха МА ≈ 3, которое впоследствии было названо первым 
критическим числом Маха МС1 [5]. Скорость плазмы за фронтом УВ, если МА ≈ 
МС1, становится равной тепловой скорости ионов. Название для МС1 было вве-
дено авторами работы [97; 98], которые в лабораторном эксперименте на уста-
новке УН-4 обнаружили, что, начиная с МС1 и до второго критического числа 
Маха МС2 ≈ 4,5 ÷ 5,5, во фронте МЗУВ существует изомагнитный скачок потен-
циала. Ширина скачка потенциала и плотности – нелинейной электростатиче-
ской волны − оценивалась как δ ~ λD. Относительная амплитуда изомагнитного 
скачка в диапазоне исследованных чисел Маха изменяется ~ (0,1 ÷ 0,7)ϕ2. 
 Первое критическое число Маха связывалось также с появлением перед  
фронтом волны отраженных ионов [3; 6; 200], приводящих к появлению ано-
мальной вязкости. Их количество увеличивается при росте МА [327]. Отражен-
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ные ионы считаются ответственными за возбуждение в подножии УВ широкого 
спектра электростатических колебаний, в котором выделяются два максимума – 
в области нижнегибридной и ионно-звуковой частот. Начиная с МА ≈ МС1 ≈ 3, 
только аномальное сопротивление, вызванное развитием во фронте УВ ионно-
звуковой турбулентности, как следует из теории, не может обеспечить необхо-
димую диссипацию. При достижении МА ≈ МС2 ≈ 5,5 разрушается изомагнит-
ный скачок. Теоретически показано [143], что при дальнейшем росте числа Ма-
ха уже отражение ионов не обеспечивает необходимую для выполнения зако-
нов сохранения Ренкина-Гюгонио диссипацию потоковой энергии, поэтому для 
обозначения этой границы было введено третье критическое число Маха МС3, 
при достижении которого фронт УВ становится нестационарным, имеющим 
«мерцающую» структуру: в различных точках фронта «вспыхивают» и «гас-
нут» области опрокидывания ионного потока, наблюдается периодическое воз-
растание числа отраженных ионов и уровня плазменной турбулентности,    ин-
тенсивный    нагрев    набегающего   потока   в   локальных областях. 
 Физические механизмы, определяющие в широком диапазоне МА нагрев и 
ускорение ионов, в полном объеме еще не поняты. Наибольшая ответствен-
ность за неравновесность функции распределения частиц, движущихся поперек 
МЗУВ, ложится на отраженные ионы. Энергия, переносимая ими, определяет 
частично нагрев ионов и основное энергосодержание в нетепловом хвосте 
спектра. Механизмы набора энергии основной массой частиц и ионами из хво-
ста функции распределения могут быть совершенно различными, поэтому 
обычно нагрев и ускорение ионов рассматривается раздельно.  
 Интерес к исследованию динамики преобразования энергии направленно-
го движения потока плазмы в тепловую и кинетическую энергию ионов опре-
деляется тем, что в ионной компоненте плазмы сосредотачивается основная 
часть энергии потока и наиболее яркие проявления «вторичного» энерговыде-
ления вызываются перераспределением энергии между ионами и электронами 
или перекачкой энергии по спектру электростатических (электромагнитных) 
колебаний. Примером такого процесса может быть, например, нагрев электро-
нов [247] во фронте околоземной бесстолкновительной МЗУВ при взаимодей-
ствии плазмы с пучком отраженных ионов.  
 Наиболее полные характеристики ионной динамики установлены для ква-
зиперпендикулярных ударных волн. Известно, что с ростом альфвеновского МА 
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и звукового МЗ чисел Маха увеличивается средняя энергия частиц во фронте 

МЗУВ (
02 RT

UM З γ
= ; γ – показатель адиабаты, Т0 – начальная температура 

плазмы, R –  универсальная газовая постоянная) [3; 106; 350]. Определяющий 
нагрев всех ионов происходит в области основного скачка (ramp) магнитного 
поля [256]. Макроскопическая структура фронта УВ, механизмы диссипации 
энергии направленного движения и их особенности различны для УВ с разны-
ми числами Маха.  
 Данные об измерении температуры ионов в лабораторных ударных вол-
нах очень бедны. Автор работы [232] сообщал о вычислении Тi по измеренному 
уширению линии Нα в движущемся с МА = 6,8 токовом слое (отделения МЗУВ 
от магнитного поршня не было). На стадии стационарного движения  темпера-
тура ионов за фронтом МЗУВ была равна Тi2 = 110 эВ. Непосредственный ана-
лиз частиц по нейтралам перезарядки проведен [3]. Измерения энергетических 
распределений протонов, по низкоэнергетичной части которых в предположе-
нии сдвинутого на скорость волны максвелловского распределения вычисля-
лась температура ионов за фронтом ударной волны Тi2, были сделаны с помо-
щью одноканального энергоанализатора суперпозицией многих «выстрелов» 
установки  «УН-4»  при  фиксированных  начальных условиях. Для случая МА =  
= 1,8 получена Тi2 = 4 ÷ 8 эВ; когда МА = 4,5, Тi2 = 130 эВ. Температура ионов 
при малом числе Маха, на наш взгляд, занижена, а при большом – завышена из-
за неточности определения скорости конвекции (скорости ионов за фронтом 
МЗУВ), наложения неодинаковых от «выстрела» к «выстрелу» распределений, 
явного влияния отраженных частиц, увеличивающих количество ионов в облас-
ти хвоста функции распределения.  
 В ряде работ вывод о характере нагрева ионов был сделан из законов со-
хранения на скачке в приближении идеальной одномерной магнитной гидроди-
намики, когда измерялись некоторые другие плазменные параметры. Контро-

лируемой величиной в работе [145] была 22 eTn . Вблизи 5,3
0

01

1

2 ≥
+

==
B

BB
B
Bh  

(весь диапазон 61 ≤≤ h ) наблюдалось резкое расхождение экспериментального 

графика )(
4

2
0

22 hf
B

Tn e =
π

 от расчетных значений, в том числе и учитывающих 

цилиндричность установки. Это интерпретировалось как рост 22 eTn . В работе 
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[344] по регистрируемому томсоновскому рассеянию лазерного излучения 
строились профили и определялись величины 2eT  в диапазоне 25,41,3 ≤≤ АМ . 

Температура электронов с ростом числа Маха увеличивалась с 54 до 77 эВ. 
Расчетная ионная температура при изменении МА от 3, 1 до 4,25 возрастала от 0 
до 54 эВ. В работе подчеркивалась необходимость учета аномальной вязкости 
из-за возможного многопотокового движения ионов при объяснении причины 
ионного нагрева. Однако попытки учесть в законах сохранения отраженные 
частицы предпринято не было. Так как отраженные ионы не замагничены (лар-
моровский радиус ионов в магнитном поле перед МЗУВ Ri ≥ρ , где R – радиус 

установки), то при условии 1,0
0

=
n

nотр  и 1,3=AM  температура ионов за фрон-

том ударной волны в случае максвелловского распределения, вычисленная из 

закона сохранения импульса на скачке, 48
2

2

2 ≈≈
n

UМn
T отр

i  эВ, а при 1,0
0

=
n

nотр  

и 25,4=AM  – 201072 ±≈iT  эВ. Таким образом, вычисления не обеспечивают 

однозначные величины 2iT . 

 В качестве причины нагрева ионов, наряду с адиабатическим сжатием 
1

0

2
0

−









=

γ

n
nТTад , которое при показателе адиабаты γ = 5/3 дает 0. 5,2 ТT максад =  

[149], рассматривался и нагрев в результате поглощения ионами энергии коле-
баний, раскачиваемых током во фронте ударной волны со скоростью нагрева, 

определяемой соотношением ( )k
V

dE
dE d

i

e

/ω
≈ , где Vd – дрейфовая (токовая) ско-

рость, ω /k – фазовая скорость колебаний [80]. При  начальных  температурах   
50 ≤T эВ   10. ≤максадT  эВ; прирост ионной температуры  в  зоне токовой  ион-

но-звуковой  неустойчивости (при 50=edE  эВ, ω /k = СS ≈ 7⋅106 см/с,  Vd = 5⋅107 

см/с) 7≈idE эВ. Суммарные температуры оказываются много меньше макси-

мальных наблюдаемых. 
 Развитием понятия гидродинамического опрокидывания (разрушения) 
МЗУВ, в результате чего возникает двухпотоковая ситуация [164], или кинети-
ческого опрокидывания, приводящего к возникновению нескольких максиму-
мов на функции распределения [95], явилось отождествление в экспериментах 
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высокоэнергичных частиц из хвоста функции распределения как отраженных 
движущимся скачком электростатического потенциала во фронте ударной вол-
ны. Для понимания физики МЗУВ без столкновений в плазме этот результат 
сыграл очень важную роль.  
 В работе [6] при исследовании энергетического спектра с помощью одно-
канального энергоанализатора нейтральных частиц перезарядки было получено 
указание на возможность отражения ионов. Регистрировались частицы, движу-
щиеся назад от МЗУВ еще до кумуляции волны на оси установки (θ-пинч). В 
этих же режимах были зарегистрированы электромагнитные флуктуации с вол-

новым вектором 
c

k peω
≈  и частотой LHcice ωωωω ≡≈  (нижнегибридная час-

тота), причиной которых называлась неустойчивость взаимопроникающих по-
токов ионов.  
 В экспериментах [232], наряду с уширением линии Нα, регистрировался и 
ее допплеровский сдвиг. В качестве причины этого эффекта был принят поток 
частиц, отождествленный с отраженными  магнитным полем поршня ионами, 
движущимися со скоростями UVОТР 2≈ .  

 Целенаправленно изучение закономерностей отражения было проведено 
авторами работы [327]. Ионы регистрировались непосредственно в плазме на 
коллектор, плоскость которого была перпендикулярна плоскости фронта удар-
ной волны. На коллектор попадали частицы, развернувшиеся после отражения 
на угол 90о в начальном магнитном поле. Опережающие МЗУВ ионы наблюда-
лись в диапазоне 2,7 ≤ МА ≤ 4,3, причем их количество возрастало  с  ростом  МА  
при уменьшении В0  (при  постоянных  n0 = 5⋅1014 cм-3 и U = 2⋅107 см/с). Отме-
чалось также, что отражение осуществляется не только макроскопическим 
скачком потенциала – его величина не обеспечивала необходимого торможения 
частиц. Предполагалось, что ионы отражаются первым максимумом потенциа-
ла электростатической ударной волны с осцилляторным профилем, не разре-
шенной при измерении, но существующей внутри МЗУВ. Кроме того, так как 
длина подножия соответствовала невозмущенной расчетной траектории зер-
кально отраженных ионов, был сделан вывод об отсутствии коллективного 
взаимодействия в подножии ударной волны. В то же время на этой установке в 
диапазоне начальных концентраций 1,2⋅1013 ≤  n0  ≤ 6⋅1013 cм-3 (В0 = 170 Гс; 
дейтериевая плазма) в лидирующей части фронта МЗВУ были зарегистрирова-
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ны колебания с kλD ~ 0,1, ориентированные вдоль радиуса. Возможной причи-
ной возбуждения колебаний назывался пучок отраженных ионов, раскачиваю-
щий пучково-циклотронную неустойчивость, выходящую на нелинейную ста-
дию [250]. 
 Доказательство существования отраженных от ударного фронта ионов 
было получено и из анализа функции распределения ионов, измеренной в од-
ном цикле срабатывания установки «УН-Феникс» с помощью девятиканального 
энергоанализатора нейтральных частиц перезарядки [140].  Опережающие  
МЗУВ  ионы,  движущиеся  со  скоростью  V  ≈ 2U,  детектировались  при  МА >  
 > МС1.     
 В околоземной УВ удалось измерить многие пространственные и времен-
ные характеристики, которые было практически невозможно измерить в лабо-
ратории, поэтому данные измерений, полученные с помощью КА, дали много 
новой информации об УВ. Установлено, что околоземная УВ относится к нели-
нейным волнам магнитозвукового типа. Одной из ярких особенностей МЗУВ 
является ее нестационарность, причем явно нестационарные МЗУВ содержат 
осцилляции большой амплитуды с периодом много короче, чем ионный гиро-
период. Нестационарность МЗУВ связывалась с переходом через критическое 
числа отраженных частиц αкрит ≈ 15÷20% [346]. При МА ≥  20  происходит ста-
билизация фронта МЗУВ из-за сильной диссипации во фронте волны при раз-
витии двухпотоковой неустойчивости между электронами, отраженными и на-
летающими ионами и последующей ионно-звуковой неустойчивости [248]. К 
стабилизации МЗУВ приводит и пространственная неоднородность МЗУВ 
вдоль фронта (искривление, пульсации поперек магнитного поля), приводящая 
к более диффузному ионному распределению за фронтом МЗУВ, уменьшению 
изменений ионного давления за фронтом волны [263].  

 Лабораторные исследования, а также спутниковые измерения параметров 
околоземной ударной волны показывают [235; 236], что для квазиламинарных 
МЗУВ (MA < 3) магнитное поле во фронте монотонно нарастает до 
амплитудного значения, причем пространственные масштабы нарастания 
варьируются от 10c/ωpe до c/ωpi, т.е. реальный масштаб фронта ∆М много 
больше, чем для магнитозвукового солитона.  
 Магнитный профиль сверхкритических МЗУВ (МA > 3) имеет ярко выра-
женное подножие, имеющее масштабы ∼ c /ωpi,  и резкий скачок (ramp); во 
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фронте развиваются интенсивные колебания. Размер области магнитного под-
ножия не превышает гирорадиуса отраженных протонов. Одной из отличитель-
ных от лабораторных УВ особенностей макроскопической структуры магнит-
ного поля околоземной МЗУВ с МА > 3 является overshoot – область роста маг-
нитного поля непосредственно за основным скачком шириной порядка гирора-
диуса ионов и следующий за ним undershoot. Величина магнитного поля в 
overshoot коррелирует с величиной βТ  – отношением теплового давления к дав-
лению магнитного поля и растет с увеличением магнитозвукового числа Маха. 
Отраженные частицы гировращаются и, попадая за фронт, совершают там 2-3 
оборота. Структура околоземной МЗУВ почти одинакова для углов θBn между 
нормалью к плоскости фронта и направлением межпланетного магнитного поля 
(ММП), лежащих в диапазоне 45° < θBn < 90°. Особенностью косых УВ являют-
ся уходящие вперед предвестники (волновой фронт) – распространяющиеся 
практически вдоль магнитного поля вистлеровские моды.  

 Большой объем информации об ионной динамике в МЗУВ получен для 
околоземной и межпланетных ударных волн. Прямое сравнение абсолютных 
величин нагрева протонов в лабораторной и космической МЗУВ затруднено. 
Анализ функций распределения, полученных на спутниках, отдельно для низ-
ко- и высокоэнергичных частей авторами «космических» работ часто не прово-
дился. Температура дается как внутренняя энергия всего распределения по ско-

ростям: 
k

VМTp 3

2 〉〈
=  (k – постоянная Больцмана), а она всегда больше темпера-

туры основной массы частиц. Пример данных, полученных при интегрировании 
по всему распределению и только по основному пику – керну Tpk для двухпико-
вых распределений приведен в работе [298]:  Tp2 = 2⋅106 К,  Tpk2 = 5⋅105 К  и  Tp2 :  
: Tpk2 = 4. Такое различие  приводит к недоразумениям, когда выясняется воз-
можность протекания процессов, условия существования которых зависят, на-
пример, от соотношения температур электронов и ионов.  
 В работе [350] сообщается о среднем по 13 измерениям значении скачка 
температуры ионов в околоземной ударной волне (от уровня температуры ио-

нов в солнечном ветре Тор) – 24
0

2 == χ
р

р

Т
Т

. Величина скачка температуры зави-

сит от звукового числа Маха МЗ: при увеличении МЗ с 8,5 до 16,7 значение χ 
возрастало в 5 раз, что соответствовало газодинамическим расчетам с γ = 5/3.  
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 О резком увеличении разогрева протонной компоненты с ростом МЗ 
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 сообщалось в работе [106]. Однако измеренные значения в 

среднем были заметно ниже расчетных. При этом анализировались данные со 
спутников Прогноз-7, 8, полученные при селективных измерениях протонов и 
α-частиц в диапазоне энергий (250÷5000) эВ/заряд (за 246 секунд полный 
спектр). Было отобрано 36 однократных на интервале ±1 час пересечений 
МЗУВ, когда в распределении отсутствовали признаки  многопотоковых струк-
тур. В среднем от ~7% при МА = 4÷5 до ~17% при МА = 8÷10 возрастала и доля 
кинетической энергии, идущая на нагрев протонов, что связывалось с нараста-
нием уровня турбулентности при увеличении МА. 
 Спутниковые измерения, проводимые с высоким пространственным раз-
решением внутри фронта ударных волн с различными МА показали, что основ-
ной нагрев ионов происходит в тонком слое в конце области максимального 
градиента (ramp) магнитного поля за зоной термализации электронов (см., на-
пример, [257; 298]). Причем нагрев протонов во всем диапазоне МА превышает 
нагрев электронов и Тр2 ≥ Те2. В этой же области наблюдались резкие всплески 
высокочастотных электростатических колебаний в диапазоне ионно-звуковых 
частот для квазиперпендикулярных МЗУВ с МА ≥ 2,4 и МА ≈ 6 [257], коррели-
рующие с двумя потоками частиц, возбуждающими ион-ионную потоковую не-
устойчивость [243]. Нагрев ионов сопровождается усиленным уровнем шума в 
диапазоне нижнегибридных частот. В работе [71] было показано, что именно 
эти колебания, возбуждаемые в результате развития неустойчивости встречных 
потоков ионов, движущихся поперек магнитного поля [321], ответственны за 
термализацию ионов при МА ≈ 10, θBn ≥ 50°. Галеевым [247] найдено, что эф-
фективный обмен энергией между магнитозвуковыми колебаниями и ионами 
возможен лишь в области основного скачка магнитного поля во фронте удар-
ной волны, где фазовые скорости колебаний близки к тепловым ионным. В ка-
честве неустойчивости, ответственной за возбуждение колебаний в области 
нижнегибридных частот, рассматривалась и электрон-ионная модифицирован-
ная двухпотоковая неустойчивость в зоне рампа [358]. 
 Встречные потоки ионов в области МЗУВ, как говорилось,  генерируются 
в результате отражения части налетающего потока плазмы скачком электроста-
тического потенциала во фронте ударной волны. В работе [200] при измерении 




