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�â®â â¥ªáâ ¯à¨£®â®¢«¥ ª ª à ¡®ç¨© ¬ â¥à¨ « ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ¨ï £¥«¨®áä¥à-

ëå íää¥ªâ®¢ ¢ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç å ¨ ¯à¥¤ § ç¥ ¤«ï ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï á®âàã¤-

¨ª ¬¨ �����.�à®¨§¢¥¤¥ áâà®£¨© ¢ë¢®¤ ãà ¢¥¨ï ¯¥à¥®á  ¨ ®¯à¥¤¥«¥ë

ª®íää¨æ¨¥âë ¯¥à¥®á  (â¥§®à ¤¨ääã§¨¨ ¨ ¤à¥©ä®¢ ï áª®à®áâì)¢ ª¢ §¨¡®¬®¢-

áª®¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨.� íâ®¬ ¦¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨ à áá¬®âà¥  ¬®¤ã«ïæ¨ï ª®á¬¨ç¥-

áª¨å «ãç¥© ¢ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç®© £¥«¨®áä¥à¥.

1 �¢®¤ë¥ § ¬¥ç ¨ï

� «¨ç¨¥ ¢ á®«¥ç®¬ ¢¥âà¥ ¬ £¨âëå ¥®¤®à®¤®áâ¥©, à áá¥¨¢ îé¨å ª®á¬¨ç¥áª¨¥

«ãç¨, ¯®à®¦¤ ¥â ¬®¤ã«ïæ¨î, ª®â®à ï ¯à®ï¢«ï¥âáï ¢ ¢ à¨ æ¨ïå ¨å ¨â¥á¨¢®áâ¨ ¨

 ¨§®âà®¯¨¨ [1-4]. �¨¥â¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥, ®¯¨áë¢  îé¥¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ç áâ¨æ, ¯à¥-

¢à é ¥âáï ¢ ãà ¢¥¨¥ ¯¥à¥®á  ¤¨ääã§¨®®- ª®¢¥ªæ¨®®£® â¨¯  ¡« £®¤ àï â®¬ã,

çâ® ¨â¥á¨¢®áâì ¯®çâ¨ ¨§®âà®¯ . �¥®à¨ï, á ¯®¬®éìî ª®â®à®© ¢ëç¨á«ïîâáï ª®-

íää¨æ¨¥âë ¤¨ääã§¨¨ ç¥à¥§ áâ â¨áâ¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  á«ãç ©®£® ¬ £¨â®£® ¯®«ï

{ ¯®«ï ¥®¤®à®¤®áâ¥© {,çà¥§¢ëç ©® á«®¦  ¨ ¤®«¦  ®¯¨à âìáï   ¤¥â «ì®¥

§ ¨¥ íâ¨å á¢®©áâ¢. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï, íâ¨ ª®íää¨æ¨¥âë ¬®¦® § ¤ ¢ âì ä¥®¬¥®-

«®£¨ç¥áª¨, ¯®¤¡¨à ï ¨å â ª, çâ®¡ë ã¤®¢«¥â¢®àï« áì á®¢®ªã¯®áâì  ¡«î¤ â¥«ìëå

¤ ëå. �â® â¥¬ ¡®«¥¥ ®¯à ¢¤ ® ¯®â®¬ã, çâ® ¨§¬¥à¥¨ï ¬¥¦¯« ¥â®£® ¯®«ï   ª®á-

¬¨ç¥áª¨å  ¯¯ à â å ¤ îâ á¢¥¤¥¨ï â®«ìª® ¢¤®«ì âà ¥ªâ®à¨¨  ¯¯ à â  ¢ á®«¥ç®¬

¢¥âà¥.�«ï ¯®«®£® ®¯¨á ¨ï áâ â¨áâ¨ç¥áª¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¥¦¯« ¥â®£® ¬ £¨â-

®£® ¯®«ï ¥®¡å®¤¨¬® ¯à¨¢«¥ª âì â¥ ¨«¨ ¨ë¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ £¨¯®â¥§ë {  ¯à¨-

¬¥à, ®¡ ¨§®âà®¯®¬ å à ªâ¥à¥ ¬ £¨â®© âãà¡ã«¥â®áâ¨,   â ª¦¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ®

ªàã¯®¬ áèâ ¡®¬ ¯à®áâà áâ¢¥®¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¨ íâ¨å á¢®©áâ¢.

�«ï ®¯¨á ¨ï ï¢«¥¨© ¯¥à¥®á  ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¡®¬®¢áª®¥

¯à¨¡«¨¦¥¨¥, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ª®â®àë¬ ¢à¥¬ï ¨§®âà®¯¨§ æ¨¨ ç áâ¨æ � á¢ï§ ® á

¨å £¨à®ç áâ®â®© ! á®®â®è¥¨¥¬ !� � 1. �¨à®ç áâ®â  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨-

ª ¬¨ ç áâ¨æë { ¥¥ ¨¬¯ã«ìá®¬ p ¨ áª®à®áâìî v (¨«¨ í¥à£¨¥© "), § àï¤®¬ e,   â ª¦¥
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 ¯àï¦¥®áâìî H áà¥¤¥£® ¬ £¨â®£® ¯®«ï:

! =
eHv

pc
=
eHc

"
: (1)

� æ¥«ìî ä¥®¬¥®«®£¨ç¥áª®£® ®¯¨á ¨ï à §«¨çëå á¨âã æ¨© á ¬ £¨âë¬¨ ¥-

®¤®à®¤®áâï¬¨ ¢ë¢¥¤¥¬ ®á®¢ë¥ á®®â®è¥¨ï ¢ ª¢ §¨¡®¬®¢áª®¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨, ¯®-

« £ ï

!� = k = const: (2)

�®áâ®ï ï k ¬®¦¥â ¯à¨¨¬ âì § ç¥¨ï, ª ª ¬¥ìè¨¥, â ª ¨ ¡®«ìè¨¥ ¥¤¨¨æë.�

¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯®«¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï á¨«ì® ¥®¤®à®¤ë¬, ª®£¤  ¥£® à¥£ã«ïà ï á®-

áâ ¢«ïîé ï ¬ « ,   ¢® ¢â®à®¬,  ®¡®à®â, áç¨â ¥âáï, çâ® ¢«¨ï¨¥ ¥à¥£ã«ïà®áâ¥©

¥¢¥«¨ª®.

2 �¨¥â¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥

� ª¨¥â¨ª¥ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© à áá¬ âà¨¢ ¥âáï äãªæ¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï f(~r; ~p; t), ¯®-

ª §ë¢ îé ï ç¨á«® ç áâ¨æ ¢ ¥¤¨¨ç®¬ ®¡ê¥¬¥ ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢ .� §®¢®¥ ¯à®-

áâà áâ¢® ¢ ¤®¯®«¥¨¥ ª 3 ª®®à¤¨ â ¬ ®¡ëç®£® ¯à®áâà áâ¢  ~r á®¤¥à¦¨â 3 ª®®à-

¤¨ âë ¨¬¯ã«ìá  ç áâ¨æë ~p.

�ãªæ¨î à á¯à¥¤¥«¥¨ï ®¡ëç® ã¯®¤®¡«ïîâ ¯«®â®áâ¨ ¥ª®â®à®© ¥¯à¥àë¢®©

¢¥«¨ç¨ë ¢ 6-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¤«ï ª®â®à®© á¯à ¢¥¤«¨¢® ãà ¢¥¨¥ ¥¯à¥àë¢-

®áâ¨
@f

@t
+ div6~q = 0: (3)

�¥ªâ®à ~q á 6 ª®¬¯®¥â ¬¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯«®â®áâì ¯®â®ª  ¢¥«¨ç¨ë f ¨ ¢ëà -

¦ ¥âáï ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ f   áª®à®áâì ¯¥à¥¬¥é¥¨ï ¯® ª®®à¤¨ â ¬ ä §®¢®£® ¯à®-

áâà áâ¢ .� ®¡ëç®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ íâ® áª®à®áâì ç áâ¨æ ~v, ª®â®à ï ã ¢á¥å ç áâ¨æ,

 å®¤ïé¨åáï ¢ ¬ «®¬ ®¡ê¥¬¥ ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢ , ®¤¨ ª®¢ .� ¯à®áâà áâ¢¥ ¨¬-

¯ã«ìá  áª®à®áâì ¢ëà ¦ ¥âáï ®ç¥¢¨¤ë¬ à ¢¥áâ¢®¬

@~p

@t
= ~F ; (4)

£¤¥ ~F|á¨« , ¤¥©áâ¢ãîé ï   ç áâ¨æã. �«ï ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© ¨¬¥îâ § ç¥¨¥ «¨èì

á¨«ë í«¥ªâà®¬ £¨â®£® ¯à®¨áå®¦¤¥¨ï:

~F = e( ~E +
1

c
[~v ~H]); (5)

£¤¥ ~E; ~H| ¯àï¦¥®áâ¨ í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¨ ¬ £¨â®£® ¯®«¥©, c|áª®à®áâì á¢¥â .

�¬¥¥¬
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@f

@t
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@~r
(~vf) +

@

@~p

�
e( ~E +

1

c
[~v ~H])f

�
= 0: (6)

�à¥¤áâ ¢«ïï ç«¥ë, ®¯¨áë¢ îé¨¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¢ ®¡ëç®¬ ¨

¨¬¯ã«ìá®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¤¥©áâ¢ãîé¨¬¨ ¥§ ¢¨á¨¬®, ¢ë¥á¥¬ ¨§ ¯®¤ § ª  ¤¨ää¥-

à¥æ¨à®¢ ¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áª®à®áâ¨:

@f

@t
+ ~v

@f

@~r
+ e( ~E +

1

c
[~v ~H])

@f

@~p
= 0: (7)

�â® ¬®¦® á¤¥« âì ¯®â®¬ã, çâ® ¢ ãª § ®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ áª®à®áâì ~v ¥ § ¢¨á¨â

®â ª®®à¤¨ â,   á¨«  �®à¥æ , å®âï ¨ § ¢¨á¨â ®â áª®à®áâ¨, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â ¨¬-

¯ã«ìá , ® ¤¨¢¥à£¥æ¨ï ®â ¥¥ ¢ ¨¬¯ã«ìá®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ à ¢  ã«î. �®«ãç¥®¥

ª¨¥â¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥ ®á¨â  §¢ ¨¥ ãà ¢¥¨ï �¨ã¢¨««ï ¨ ¨§ ¥£® ¥¯®áà¥¤-

áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â â¥®à¥¬¬  �¨ã¢¨««ï

df

dt
= 0; (8)

ãâ¢¥à¦¤ îé ï, çâ® ¯«®â®áâì ¢ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢¤®«ì ä §®¢®© âà ¥ªâ®à¨¨

(â.¥.¯ãâ¨, á¢ï§ ®¬ á £àã¯¯®© ä¨ªá¨à®¢ ëå ç áâ¨æ) á®åà ï¥âáï ¯®áâ®ï®©. �à¨-

ç¨®© íâ®£® ¯®áâ®ïáâ¢  ï¢«ï¥âáï ®âáãâáâ¢¨¥ ¤¨¢¥à£¥æ¨¨ 6-¬¥à®© áª®à®áâ¨ ¨, á«¥-

¤®¢ â¥«ì®, á®åà ¥¨¥ ä §®¢®£® ®¡ê¥¬  ¢¤®«ì âà ¥ªâ®à¨¨. �®âï ä¨ªá¨à®¢ ë©

®¡ê¥¬ á®åà ï¥âáï, ® ¬®¦¥â ¤¥ä®à¬¨à®¢ âìáï á â¥ç¥¨¥¬ ¢à¥¬¥¨ ¨ ¥£® ®â¤¥«ìë¥

ç áâ¨ ¬®£ãâ ã¤ «ïâìáï ®¤  ®â ¤àã£®©. � áâ¨æë, ¢ ª ª®©-â® ¬®¬¥â á®áâ ¢«ïîé¨¥

ª®¬¯ ªâãî £àã¯¯ã ¢ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ã¤ «ïîâáï   ¡®«ìè¨¥ à ááâ®ï¨ï ¨

¯à¨  «¨ç¨¨ ¬¥«ª®¬ áèâ ¡ëå ¥¤®à®¤®áâ¥© í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¨ ¬ £¨â®£® ¯®«¥©

 ç¨ îâ ¢¥áâ¨ á¥¡ï ¥ª®àà¥«¨à®¢ ®. �à¨ á¨«ìëå ¤¥ä®à¬ æ¨ïå ä §®¢®£® ®¡ê¥¬ 

® ¬®¦¥â ¡ëâì à áâïãâ  áâ®«ìª®, çâ® ¥£® ®â¤¥«ìë¥ ç áâ¨ ¥ ¡ã¤ãâ ã¦¥ á®¤¥à¦ âì

ç áâ¨æ. �à¨¡«¨¦¥¨¥ ¥¯à¥àë¢®© ¯«®â®áâ¨ ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ª à¥ «ìë¬ ç áâ¨æ ¬

¯¥à¥áâ ¥â ¡ëâì á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬. �â®¡ë ãç¥áâì à áá¥¨¢ îé¥¥ ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥ªâà®¬ £-

¨âëå ¥®¤®à®¤®áâ¥©,  àãè îé¥¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ãà ¢¥¨ï �¨ã¢¨««ï, ¢ ¥£®

¤®¡ ¢«ïîâ áâ®«ª®¢¨â¥«ìë© ç«¥, ª®â®àë© ¯à¨¢®á¨â ¢ ãà ¢¥¨¥ ¢¥à®ïâ®áâë©

å à ªâ¥à ¤¢¨¦¥¨ï ç áâ¨æ. �â®«ª®¢¨â¥«ìë© ç«¥ ®âà ¦ ¥â â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®,

çâ® ¨¤¨¢¨¤ã «ì ï áã¤ì¡  ¤¢ãå áª®«ì ã£®¤® ¡«¨§ª¨å ç áâ¨æ á â¥ç¥¨¥¬ ¢à¥¬¥¨

áâ ®¢¨âáï áãé¥áâ¢¥® à §«¨ç®©.

�à¨  «¨ç¨¨ áâ®«ª®¢¨â¥«ì®£® ç«¥  ª¨¥â¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥  §ë¢ îâ ãà ¢-

¥¨¥¬ �®«ìæ¬  :
@f

@t
+ ~v

@f

@~r
+ e( ~E +

1

c
[~v ~H])

@f

@~p
= Fst: (9)

�â®«ª®¢¨â¥«ìë© ç«¥ Fst ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¨áâ®ç¨ª (áâ®ª) , ã¨çâ®¦ î-

é¨© ç áâ¨æã ¢ ®¤®¬ ¬¥áâ¥ ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨ à®¦¤ îé¨© ¥¥ ¢ ¤àã£®¬ ¬¥áâ¥.
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�«¥¤ã¥â ¯®¤ç¥àªãâì ®£à ¨ç¥ë© å à ªâ¥à ®¯¨á ¨ï ¯®¢¥¤¥¨ï ç áâ¨æ ª®á¬¨ç¥-

áª¨å «ãç¥© á ¯®¬®éìî ãà ¢¥¨ï �®«ìæ¬  . �®-¯¥à¢ëå, à¥ «ìë¥ ç áâ¨æë ®¡« -

¤ îâ ª®««¥ªâ¨¢ë¬ ¨«¨ "¯ãçª®¢ë¬" ¯®¢¥¤¥¨¥¬ ¢ â¥ç¥¨¥ ®¯à¥¤¥«¥®£® ¨â¥à¢ « 

¢à¥¬¥¨, ¨ ¨å âà ¥ªâ®à¨¨ ¢ íâ® ¢à¥¬ï ¨¬¥îâ áå®¤áâ¢®, â®£¤  ª ª ãà ¢¥¨¥ �®«ìæ-

¬   ¨¬¥¥â ¤¥«® á ¨¤¨¢¨¤ã «ìë¬¨ ç áâ¨æ ¬¨. �®-¢â®àëå, à¥ «ìë¥ ç áâ¨æë ¥

á®¢¥àè îâ áª çª®¢ ¢ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �®íâ®¬ã ãà ¢¥¨¥ ¯¥à¥®á , ¢ë¢®¤¨-

¬®¥ ¨§ ãà ¢¥¨ï �®«ìæ¬  , ¢ ¥ª®â®àëå á«ãç ïå ¥ã¤®¢«¥â¢®à¨â«ì® ®¯¨áë¢ ¥â

¯®¢¥¤¥¨¥ ç áâ¨æ ¢ ª®á¬¨ç¥áª¨å ¬ £¨âëå ¯®«ïå. �â® ®â®á¨âáï, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ª

¯à®æ¥áá ¬, £¤¥ ¢®§¨ª îâ ¡®«ìè¨¥ £à ¤¨¥âë (íää¥ªâ �®à¡ãè ). �®ï¢«¥¨¥ £àã¯¯

"®ªà è¥ëå" ç áâ¨æ { ¯ãçª®¢ { ¯à®ï¢«ï¥â á¥¡ï ¢  ¡«î¤¥¨ïå ¢ ¢¨¤¥ § ç¨â¥«ìëå

ä«ãªâã æ¨© ¨â¥á¨¢®áâ¨, ®á®¡¥®, ¢ á«ãç ïå, ª®£¤  ¨á¯®«ì§ãîâáï ¯à¨¡®àë á ã§-

ª® ¯à ¢«¥®©  ¯¥àâãà®©. �â® ï¢«¥¨¥   «®£¨ç® ¯®ï¢«¥¨î ª ãáâ¨ª ¯à¨ à á¯à®-

áâà ¥¨¨ ¢®« ¢ ¥®¤®à®¤ëå áà¥¤ å.�¤ ª®, ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥

�®«ìæ¬   ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ìë¬.

3 �â®«ª®¢¨â¥«ìë© ç«¥

� ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ® áâ®«ª®¢¨â¥«ìë© ç«¥ § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â , £¤¥ ®â-

áãâáâ¢ã¥â í«¥ªâà¨ç¥áª®¥ ¯®«¥. �£à ¨ç¨¬áï á«ãç ¥¬, ª®£¤  å ®â¨ç¥áª¨¥ ¤¢¨¦¥¨ï

¥®¤®à®¤®áâ¥© ¬ £¨â®£® ¯®«ï ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬ å ®â¨ç¥áª¨¥ í«¥ªâà¨ç¥áª¨¥

¯®«ï ¬ «ë. �â® ï¢«ï¥âáï å®à®è¨¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥¬,  ¯à¨¬¥à, ¤«ï á®«¥ç®£® ¢¥âà ,

¨¬¥îé¥£® á¢¥àå§¢ãª®¢ãî áª®à®áâì,   â ª¦¥ ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ï¢«¥¨©, á¢ï§ ëå

á ã¤ àë¬¨ ¢®« ¬¨. � ãª § ®¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨ ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ ¯à®áâà áâ¢ 

¬®¦® ¢ë¡à âì â ªãî ¤¢¨¦ãéãîáï á¨áâ¥¬ã ®âáç¥â , ¢ ª®â®à®© í«¥ªâà¨ç¥áª¨¥ ¯®«ï

¨áç¥§ îâ ¢ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®© ®ªà¥áâ®áâ¨ íâ®© â®çª¨ ®¤®¢à¥¬¥®. � ¢ íâ®©

á¨áâ¥¬¥ á®åà ï¥âáï í¥à£¨ï ( ¨ ¬®¤ã«ì ¨¬¯ã«ìá ) ç áâ¨æ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¨å à áá¥ï¨ï.

� ¡¤¨¬ èâà¨å®¬ ¢¥«¨ç¨ë, ®â®áïé¨¥áï ª ãª § ®© á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â , ¤¢¨¦ãé¥©áï

á® áª®à®áâìî ~u. �®£¤  ¤«ï áâ®«ª®¢¨â¥«ì®£® ç«¥  ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à®áâ¥©-

èãî ä®à¬ã

F 0
st = �

1

�(p0)
[f 0(~p

0

)� f 0(~p0)]; (10)

£¤¥ ç¥àâ  á¢¥àåã ®§ ç ¥â ãáà¥¤¥¨¥ ¯®  ¯à ¢«¥¨ï¬ ¤¢¨¦¥¨ï ç áâ¨æ. � â ª®©

ä®à¬¥ à áá¥ï¨ï ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¨§®âà®¯ë¬¨ ¨ ¯à®¨áå®¤ïé¨¬¨ á å à ªâ¥àë¬ ¢à¥-

¬¥¥¬ � .

�®áª®«ìªã í¥à£¨ï ç áâ¨æ ¯à¨ à áá¥ï¨ïå ¥ ¬¥ï¥âáï, ã¤®¡® ¢ ¨¬¯ã«ìá®¬ ¯à®-

áâà áâ¢¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì áä¥à¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨ â, ¯à¥¤áâ ¢«ïï ¨¬¯ã«ìá ~p ª ª
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¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬®¤ã«ï   ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à  ¯à ¢«¥¨ï ¤¢¨¦¥¨ï ç áâ¨æë:

~p = p~
: (11)

�®£¤  äãªæ¨î à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¢ ¢¨¤¥ àï¤  ¯® áä¥à¨ç¥áª¨¬

äãªæ¨ï¬:

f(~p) = f (0)(p) + f (1)� (p)
� + f
(2)

��
�
� + ::: (12)

�¤¥áì ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¡ëç®¥ ¯à ¢¨«® áã¬¬¨à®¢ ¨ï ¯® ¯®¢â®àïîé¨¬áï § çª ¬. �¥-

§®à f
(2)

�� , ®¯¨áë¢ îé¨© 2 áä¥à¨ç¥áªãî £ à¬®¨ªã, ¢ á¨«ã ®ç¥¢¨¤ëå ¯à¨ç¨ ï¢«ï-

¥âáï á¨¬¬¥âà¨çë¬ ª ¯¥à¥áâ ®¢ª¥ ¨¤¥ªá®¢ ¨ ®¡« ¤ îé¨¬ ã«¥¢ë¬ è¯ãà®¬. �¥©-

áâ¢¨â¥«ì®, áã¬¬  ¤¨ £® «ìëå ç«¥®¢ ¯à®¯®àæ¨® «ì  
�
� = 1 ¨ ¤®«¦  ¡ëâì

ãçâ¥  ¢ ã«¥¢®© £ à¬®¨ª¥ { ¨§®âà®¯®© ç áâ¨ äãªæ¨¨.

�á«¨ ¥ à áá¬ âà¨¢ âì á¨âã æ¨¨, £¤¥ ®¡à §ãîâáï ¡®«ìè¨¥ £à ¤¨¥âë, ¨ ®£à -

¨ç¨âìáï ¥ á«¨èª®¬ ¬ «ë¬¨ ¢à¥¬¥ ¬¨, â® à áá¥ï¨ï ¯à¨¢®¤ïâ ª á¨«ì®¬ã ã£«®-

¢®¬ã à §¬ë¢ ¨î äãªæ¨¨ ¨ ¬®¦® ¯à¥¥¡à¥çì 2 áä¥à¨ç¥áª®© £ à¬®¨ª®©. �®íâ®¬ã

¢¥§¤¥, £¤¥ ¡ã¤ãâ ¢áâà¥ç âìáï ç«¥ë, ª¢ ¤à â¨çë¥ ¯® ~
 , ®¨ ¡ã¤ãâ ãáà¥¤ïâìáï ¯®

 ¯à ¢«¥¨ï¬, çâ® à ¢®á¨«ì® ¢ëç¨á«¥¨î è¯ãà  ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¬ âà¨æë,

â.¥. ®¯à¥¤¥«¥¨î ¢ª« ¤  íâ¨å ç«¥®¢ ¢ ¨§®âà®¯ãî ç áâì. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¡ã¤¥â

¯à®¨§¢®¤¨âìáï § ¬¥  â¨¯ 

(~a~
)(~b~
)!
1

3
~a~b: (13)

�¤¥áì ¨á¯®«ì§®¢ ® ¯à ¢¨«®


�
� =
1

3
���; (14)

ª®â®à®¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ «¥¢®© ç áâ¨ ®â ®à¨¥â æ¨¨ ®á¥© ª®®à¤¨ â, ¢á«¥¤-

áâ¢¨¥ ç¥£® ®  ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥  â®«ìª® ç¥à¥§ á¨¬¢®« �à®¥ª¥à . �®íää¨æ¨¥â

1/3 ¯®«ãç ¥âáï á¢®à ç¨¢ ¨¥¬ «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ¥© à ¢¥áâ¢ .

�¯¥à æ¨¨ á ¢¥ªâ®à®¬ ~
 ï¢«ïîâáï ã¤®¡ë¬¨, ¯®áª®«ìªã ¥ âà¥¡ãîâ ¯à¨¢ï§ª¨ ª

ª ª®©-«¨¡® ®à¨¥â¨à®¢ ®© á¨áâ¥¬¥ ã£«®¢ëå ª®®à¤¨ â. � á«ãç ¥ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨

¯à ¢¨«  ãáà¥¤¥¨ï, ¯®¤®¡ë¥ ¯à¨¢¥¤¥®¬ã, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢¥¤¥-

¨© ¥¤¨¨ç®£® ¢¥ªâ®à  ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨å áâ¥¯¥¥©. �¥ç¥âë¥ áâ¥¯¥¨, ¥áâ¥áâ¢¥®, ¯à¨

ãáà¥¤¥¨¨ ¨áç¥§ îâ.�¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¢ ¨¬¯ã«ìá®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ â ª¦¥ ã¤®¡®

¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¢ ¢¨¤¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ®â¤¥«ì® ¯® ¬®¤ã«î ¨ ®â¤¥«ì® ¯®  ¯à -

¢«¥¨î. �á«¨ äãªæ¨ï § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â ¬®¤ã«ï p , â® ¥¥ £à ¤¨¥â

@f(p)

@~p
=
@f

@p

@p

@~p
; (15)

  £à ¤¨¥â p ¢ á¨«ã áä¥à¨ç¥áª®© á¨¬¬¥âà¨¨

@p

@~p
= ~
: (16)

5



�«ï ¯à®¨§¢«ì®© äãªæ¨¨ ¨¬¥¥¬ áã¬¬ã ¯à®¨§¢®¤®© ¯® ¬®¤ã«î ¨ ¯à®¨§¢®¤®© ¯®

 ¯à ¢«¥¨î:
@

@~p
= ~


@

@p
+

1

p

@

@~

: (17)

�à¨¬¥¨¢ íâ® à ¢¥áâ¢® ª ¯à®¨§¢®«ì®¬ã ¢¥ªâ®àã ~p = p~
 , ¤«ï ª®â®à®£®

@p�

@p�
= ���; (18)

¯®«ãç ¥¬ ä®à¬ «ì®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®¤®© ¯®  ¯à ¢«¥¨î:

@
�

@
�
= ��� � 
�
�: (19)

4 �à¥®¡à §®¢ ¨ï á¨áâ¥¬ ®âáç¥â 

�®«ãç¨¬ ä®à¬ã«ë ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¢¥«¨ç¨ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ¢ ¤¢¨¦ãéãîáï á¨áâ¥¬ã ®â-

áç¥â  ¨ ®¡à â®. �¬¯ã«ìá ¨ í¥à£¨ï ç áâ¨æë ¢ «î¡®© á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â  ®¯à¥¤¥«ïîâáï

á®®â®è¥¨ï¬¨

p = vmv; " = vmc
2; p =

"v

c2
; " =

q
(mc2)

2
+ (pc)

2
; (20)

£¤¥ v = (1� v2=c2)
�1=2

|«®à¥æ-ä ªâ®à ç áâ¨æë.

�à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯à®¤®«ì®© ª®¬¯®¥âë ¨¬¯ã«ìá  ¨§ ¥¯®¤¢¨¦®© á¨áâ¥¬ë ¢ ¤¢¨-

¦ãéãîáï á® áª®à®áâìî ~u ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

p0k = u

�
pk �

u"

c2

�
; (21)

£¤¥ u|«®à¥æ-ä ªâ®à ¤¢¨¦ãé¥©áï á¨áâ¥¬ë, ª®â®àë© ¢  è¥¬ á«ãç ¥ ¬ «ëå ~u à ¢¥

1. � ª ª ª ¯®¯¥à¥çë¥ ª®¬¯®¥âë ¯à¨ â ª®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ á®åà ïîâáï, ¨¬¥¥¬

~p0 = ~p�
~u

v
p: (22)

�®§¢®¤ï ¢ ª¢ ¤à â íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ ¨ § â¥¬ ¨§¢«¥ª ï ª®à¥ì, ¯®«ãç¨¬ ¤«ï ¬®¤ã«ï á

â®ç®áâìî ¤® u2

p0 = p

0
@1� ~u~


v

1
A : (23)

�¡à â®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯®«ãç ¥âáï § ¬¥®© § ª  áª®à®áâ¨ ~u. �®¤¥«¨¢ ¤¢  ¯®-

á«¥¤¨å ¢ëà ¦¥¨ï ®¤®   ¤àã£®¥, ¨¬¥¥¬ á â®© ¦¥ â®ç®áâìî:

~
0 = ~


0
@1 + ~u~


v

1
A� ~u

v
; (24)

  ¯à¨ ãáà¥¤¥¨¨ ¯®  ¯à ¢«¥¨ï¬, ª ª ¡ë«® ã¯®¬ïãâ®, á â®ç®áâìî ¤® ¢â®à®©

£ à¬®¨ª¨ ¯®«ãç ¥¬

~
0 = ~
�
2

3

~u

v
: (25)
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�à¥®¡à §®¢ ¨¥ äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï «¥£ª® ¯®«ãç¨âì, ¯à¥¤áâ ¢¨¢ ç¨á«® ç áâ¨æ

¢ ¬ «®¬ ä §®¢®¬ ®¡ê¥¬¥ dV :

dN = f(~p)dV = f 0(~p0)dV 0: (26)

� §®¢ë© ®¡ê¥¬ £àã¯¯ë (¯ãçª ) ç áâ¨æ ®¤¨ ª®¢ ¤«ï ¥¯®¤¢¨¦®© ¨ ¤¢¨¦ãé¥©áï á¨-

áâ¥¬ ®âáç¥â . � ®¤¨ ª®¢ ¢ «î¡®© á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â , ¢ â®¬ ç¨á«¥, ¢ â®©, £¤¥ íâ 

£àã¯¯  ¢ áà¥¤¥¬ ¯®ª®¨âáï. �â® ¢¨¤® ¨§ á«¥¤ãîé¨å à ááã¦¤¥¨©. �§ ¯à¥®¡à §®¢ -

¨ï ¨¬¯ã«ìá  ¯®«ãç ¥¬

�p = v(�p0 +
v�"0

c2
): (27)

�¤¥áì v|áà¥¤ïï áª®à®áâì ç áâ¨æ,   ã«¥¢ë¬ ¨¤¥ªá®¬ á ¡¦¥ë ¢¥«¨ç¨ë ¢ á®¡-

áâ¢¥®© á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â  ¯ãçª . � ª ª ª à §¡à®á ¨¬¯ã«ìá®¢ áç¨â ¥âáï ¬ «ë¬, â®

"0 � mc2,   �"0 � 0 ¨ ¨¬¥¥¬
dp

dp0
= v: (28)

�à®áâà áâ¢¥ë© ®¡ê¥¬ ¨á¯ëâë¢ ¥â «®à¥æ®¢® á®ªà é¥¨¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

dx

dx0
= �1v : (29)

�âáî¤  ¨ ¢ëâ¥ª ¥â ¯®áâ®ïáâ¢® ä §®¢®£® ®¡ê¥¬ . �®íâ®¬ã ¨¬¥¥¬ â®¦¤¥áâ¢¥®¥

¯à¥®¡à §®¢ ¨¥

f(~p) = f 0(~p0) (30)

�à¥¬ï ¨§®âà®¯¨§ æ¨¨ ¢ ª¢ §¨¡®¬®¢áª®¨¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨ ¯à®¯®àæ¨® «ì® í¥à£¨¨

ç áâ¨æ ¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â , ¤¢¨¦ãé¥©áï ¢¬¥áâ¥ á ¬ £¨âë¬ ¯®«¥¬, ®® ¥ § ¢¨á¨â

®â  ¯à ¢«¥¨ï ¤¢¨¦¥¨ï ç áâ¨æ. �á«¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¨§®âà®¯¨§ æ¨î ª ª áâ®«ª®-

¢¥¨ï á à áá¥¨¢ îé¨¬¨ æ¥âà ¬¨, â® ç áâ®â  á®ã¤ à¥¨© ¤®«¦  ¢®§à áâ âì, ª®£¤ 

ç áâ¨æë ¨ à áá¥¨¢ îé¨¥ æ¥âàë ¤¢¨¦ãâáï  ¢áâà¥çã ¤àã£ ¤àã£ã, ® íâ®â íää¥ªâ

ª®¬¯¥á¨àã¥âáï à®áâ®¬ í¥à£¨¨ ç áâ¨æ ¯à¨ â ª¨å á®ã¤ à¥¨ïå ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥®,

ã¬¥ìè¥¨¥¬ ç áâ®âë á®ã¤ à¥¨©.�â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï, çâ® íâ  ª®¬¯¥á æ¨ï â®ç ï,

¤®áâ â®ç® ¯¥à¥©â¨ ¢ á¨áâ¥¬ã ®âáç¥â  ª ¦¤®© ç áâ¨æë. �¥à¥áç¨â ¢ âã¤  ¢à¥¬ï

¬¥¦¤ã á®ã¤ à¥¨ï¬¨, ¢¨¤¨¬, çâ® ®® ¯®áâ®ï® ¨ à ¢® (ª ª íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ª¢ §¨-

¡®¬®¢áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï)

�0 =
kmc

eH
: (31)

�¥«¨ç¨  H §¤¥áì ä¨ªá¨à®¢   ¨ ®â®á¨âáï ª ¥¯®¤¢¨¦®© á¨áâ¥¬¥. �®£¤  ¢ «î¡®©

á¨áâ¥¬¥ ®âáç¥â 

� =
k"

eHc
; (32)

£¤¥ "|í¥à£¨ï ç áâ¨æ ¢ íâ®© á¨áâ¥¬¥. � ª ¢¨¤¨¬, ª¢ §¨¡®¬®¢áª®¥ ¢à¥¬ï â ª¦¥ ¯à¥-

®¡à §ã¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥®:

�(") = � 0("0): (33)
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5 �â®«ª®¢¨â¥«ìë© ç«¥ ¢ ¥¯®¤¢¨¦®© á¨áâ¥¬¥

�¬¥ï ä®à¬ã«ë ¯¥à¥å®¤  ¨§ á¨áâ¥¬ë ¢ á¨áâ¥¬ã, â¥¯¥àì ¥âàã¤®  ©â¨ ¢ëà ¦¥¨¥

¤«ï áâ®«ª®¢¨â¥«ì®£® ç«¥ . �¬¥¥¬

f 0(~p0) = f(~p) = f (0)(p) + ~
~f (1)(p); (34)

£¤¥ à §«®¦¥¨¥ äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ®£à ¨ç¥® ¯¥à¢®© áä¥à¨ç¥áª®© £ à¬®¨ª®©.

�®¤áâ ¢«ïï áî¤  "èâà¨å®¢ ë¥" p ¨ ~
 ¨ ®£à ¨ç¨¢ ïáì ç«¥ ¬¨, «¨¥©ë¬¨ ¯® ~u,

 å®¤¨¬:

f 0(~p0) = f (0)(p0) + p0
@f (0)

@p0
~u~
0

v0
+

 
~
0 +

2

3

~u

v0

!0
@~f (1)(p0) + p0

@ ~f (1)

@p0
~u~
0

v0

1
A : (35)

�à®¨§¢®¤ï ãáà¥¤¥¨ï ç«¥ , ª¢ ¤à â¨ç®£® ¯® ~
0 , ¨ ®â¡à áë¢ ï ª¢ ¤à â¨ç®¥ ¯®

~u ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥, ¢¨¤¨¬, çâ®

f 0(~p0) = f (0)(p0) + p0
@f (0)

@p0
~u~
0

v0
+ ~
0 ~f (1)(p0) +

0
@2
3
~f (1)(p0) +

1

3
p0
@ ~f (1)

@p0

1
A ~u

v0
: (36)

�à¨ ãáà¥¤¥¨¨ íâ®© äãªæ¨¨ ®áâ îâáï ¯¥à¢ë© ¨ ¯®á«¥¤¨© ç«¥ë, ¢ëç¨â ¨¥ ª®-

â®àëå ¨§ äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¤ ¥â

F 0
st = �

1

� 0(�0)

2
4p0@f (0)

@p0
~u~
0

v0
+ ~
0 ~f (1)(p0)

3
5 : (37)

�¥à¢ë© ç«¥ ¢ ª¢ ¤à âëå áª®¡ª å ¨¬¥¥â ¯¥à¢ë© ¯®àï¤®ª ¬ «®áâ¨ ¯® ~u ¨, á«¥-

¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ¢ ¥¯®¤¢¨¦ãî á¨áâ¥¬ã ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï ¥£® á®åà ï¥âáï

¥¨§¬¥ë¬,   ¢â®à®© ç«¥ ¯à¥®¡à §ã¥âáï:

~
0 ~f (1)(p0) =

 
~
�

2

3

~u

v

!0
@~f (1)(p)� p

@ ~f (1)(p)

@p

~u~


v

1
A : (38)

�«¥¤®¢ â¥«ì®,

Fst = �
1

�(�)

2
4p@f (0)

@p

~u~


v
+ ~
~f (1)(p)�

0
@2
3
~f (1)(p) +

1

3
p
@ ~f (1)

@p

1
A ~u

v

3
5 ; (39)

£¤¥, ª ª ¨ ¯à¥¦¤¥, ®â¡à®è¥  ¢â®à ï £ à¬®¨ª .

6 �®ª ç áâ¨æ

�®§¢à é ïáì â¥¯¥àì ª ª¨¥â¨ç¥áª®¬ã ãà ¢¥¨î, ¢ëà §¨¬ ¢ ¥¬ ¢¥«¨ç¨ë ~v ¨ ~p

ç¥à¥§ ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à ~
, ¢¢¥¤¥¬ ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à ¬ £¨â®£® ¯®«ï ~h,   ¢¬¥áâ®
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 ¯àï¦¥®áâ¨ H ¯®¤áâ ¢¨¬ £¨à®ç áâ®âã !. �«¥ªâà¨ç¥áª®¥ ¯®«¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î

¢¥«¨ç¨ë ~u

~E = �
1

c
[~u ~H]: (40)

�®á«¥ ãª § ëå ¯®¤áâ ®¢®ª ª¨¥â¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥ ¯à¨¬¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

@f

@t
+ v~


@f

@~r
+ !

" 
~
�

~u

v

!
~h

# 
p
@f

@p
~
 +

@f

@~


!
= Fst: (41)

�à¥¤áâ ¢¨¬ à §«®¦¥¨¥ äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¯® áä¥à¨ç¥áª¨¬ £ à¬®¨ª ¬, ª ª

ã¦¥ ¡ë«® áª § ®, ¯¥à¢ë¬¨ ¤¢ã¬ï ç«¥ ¬¨:

f(~p) = f (0)(p) + ~
~f (1)(p): (42)

�ã«¥¢ ï £ à¬®¨ª  å à ªâ¥à¨§ã¥â ¯«®â®áâì ç¨á«  ç áâ¨æ,   ¯¥à¢ ï - ¨å  ¯à ¢«¥-

®¥ ¤¢¨¦¥¨¥. �á«¨ ®¯à¥¤¥«¨âì â®ª ç áâ¨æ ~j ª ª à §®áâì ç¨á«  ç áâ¨æ, ¯¥à¥á¥ª î-

é¨å ¢ ¥¤¨¨æã ¢à¥¬¥¨ ®à¨¥â¨à®¢ ãî ¥¤¨¨çãî ¯«®é ¤ªã ¢ ¯àï¬®¬ ¨ ®¡à â®¬

 ¯à ¢«¥¨ïå, â® ® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ¯¥à¢ãî £ à¬®¨ªã ¯®áà¥¤áâ¢®¬

~j =
4�

3
vp2 ~f (1)(p): (43)

�ëà ¦¥¨¥, áâ®ïé¥¥ ¢ ª¨¥â¨ç¥áª®¬ ãà ¢¥¨¨ ¬®¦¨â¥«¥¬ ¯à¨ !, ¯à¨ à áªàë-

â¨¨ áª®¡®ª ¡ã¤¥â á®áâ®ïâì ¨§ 4 á« £ ¥¬ëå, ¨§ ª®â®àëå ¯¥à¢®¥, ¯à®¯®àæ¨® «ì®¥

[~
~h]~
, ¤ ¥â ã«¥¢®© ¢ª« ¤. � ¬¥â¨¬, çâ® ã«¥¢®© ¢ª« ¤ ¤ ¥â ¨ â  ç áâì íâ®£® á« £ -

¥¬®£®, ª®â®à ï § ¢¨á¨â ®â ¯¥à¢®© áä¥à¨ç¥áª®© £ à¬®¨ª¨, ¯®áª®«ìªã á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¥¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¯à®¯®àæ¨® «ì® âà¥âì¥© áâ¥¯¥¨ ~
. �à®¨§¢®¤ ï ¯®  ¯à ¢«¥¨î

@f

@~

=
@(~f (1)~
)

@~

= ~f (1) � (~f (1)~
)~
: (44)

�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ á« £ ¥¬ë¥ ¯à¥®¡à §ã¥¬ ª ª á¬¥è ®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥:

[(~
�
~u

v
)~h]

@f

@~

= [~h~f (1)](~
�

2

3

~u

v
): (45)

�¤¥áì ¬®¦¨â¥«ì 2/3 ¢®§¨ª ¢ á¢ï§¨ á ãáà¥¤¥¨¥¬ ¯®  ¯à ¢«¥¨ï¬.

�®¤áâ ¢¨¬ ¯®«ãç¥ë¥ ¢ëà ¦¥¨ï ¢ ª¨¥â¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥, ã¬®¦¨¬ ®¡¥ ç áâ¨

à ¢¥áâ¢    � . �à¨ íâ®¬ § ¬¥¨¬ !�   ¯®áâ®ïãî k, ®¯à¥¤¥«¥ãî à ¥¥:

�
@f (0)

@t
+ �

@ ~f (1)

@t
~
 + v�~


@f (0)

@~r
+
v�

3
div ~f (1)+ (46)

+k

 
�[
~u

v
~h](p

@f (0)

@p
~
 +

1

3
p
@f (1)

@p
) + [~h~f (1)](~
�

2

3

~u

v
)

!
= �Fst: (47)

� ª ¨ ¯à¥¦¤¥, ¢â®à ï £ à¬®¨ª  ¨áª«îç¥  ¯ãâ¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ãáà¥¤¥¨©.�â®

ãà ¢¥¨¥ áãé¥áâ¢¥® ã¯à®é ¥âáï, ¥á«¨ ¯®« £ âì, çâ® å à ªâ¥à®¥ ¢à¥¬ï ¨ å à ª-

â¥à®¥ à ááâ®ï¨¥ ¬®£® ¡®«ìè¥, ç¥¬ � ¨ v� á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®à¬ «ì® íâ®¬ã ®â-

¢¥ç ¥â ¬ «ë© ¯ à ¬¥âà � (® ¥ k!) ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ãà ¢¥¨¨. � ã«¥¢®¬ ¯®àï¤ª¥ ¯®
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~u ¨ � ¨¬¥¥¬ f (1) = 0,   ¢ ¯¥à¢®¬ ¯®àï¤ª¥ ¯®«ãç ¥¬

�
@f (0)

@t
+ v�~


@f (0)

@~r
� k

"
~u

v
~h

#
p
@f (0)

@p
~
 + [~h~f (1)]~
 = �p

@f (0)

@p

~u~


v
� ~
~f (1): (48)

�¤¥áì ¯¥à¢ë© ç«¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥ ã«¥¢®© £ à¬®¨ª®©,   ®áâ «ìë¥ { ¯¥à¢®© £ à¬®-

¨ª®©.�áª«îç ï ã«¥¢ãî £ à¬®¨ªã ¨ ®¯ãáª ï ¬®¦¨â¥«ì ~
,  ©¤¥¬ ãà ¢¥¨¥ ¤«ï

¯¥à¢®© £ à¬®¨ª¨:

~f (1) + k[~h~f (1)] = �v�
@f (0)

@~r
� p

@f (0)

@p

~u

v
+ k[

~u

v
~h]p

@f (0)

p
: (49)

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ~R ¯à ¢ãî ç áâì íâ®£® ãà ¢¥¨ï.�à®¤®«ì ï (¯ à ««¥«ì ï ¬ £-

¨â®¬ã ¯®«î) ª®¬¯®¥â  ¢¥ªâ®à  ~f (1)  å®¤¨âáï ã¬®¦¥¨¥¬ à ¢¥áâ¢  áª «ïà®

  h,   ¯®¯¥à¥ç ï { ¢¥ªâ®àë¬ ã¬®¦¥¨¥¬   k~h ¨ ¢ëç¨â ¨¥¬ ¯®«ãç¥®£® à¥§ã«ì-

â â  ¨§ ¨áå®¤®£® ãà ¢¥¨ï. �®á«¥ ¢ë¯®«¥¨ï íâ¨å ®¯¥à æ¨© ¯®«ãç¨¬, ª®¬¡¨¨àãï

¯à®¤®«ìãî ¨ ¯®¯¥à¥çãî ª®¬¯®¥âë:

~f (1) =
1

1 + k2
~R +

k2

1 + k2
~h(~h~R) +

k

1 + k2
[~R~h]: (50)

�®¤áâ ®¢ª  ï¢®£® ¢ëà ¦¥¨ï ¤«ï ~R ¤ ¥â

~f (1) = �
v�

1 + k2

 
@f (0)

@~r
+ k2~h

 
~h
@f (0)

@~r

!
+ k[

@f (0)

@~r
~h]

!
� p

@f (0)

@p

~u

v
: (51)

�®¢®ªã¯®áâì ¯¥à¢ëå âà¥å ç«¥®¢, ¯à®¯®àæ¨® «ìëå £à ¤¨¥âã ã«¥¢®© £ à¬®¨ª¨,

¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥®¡à §®¢   ª ¢ëà ¦¥¨î, á®¤¥à¦ é¥¬ã â¥§®à ¤¨ääã§¨¨ �̂:

~f (1) = �3
�̂

v

@f (0)

@~r
� p

@f (0)

p

~u

v
; (52)

£¤¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨ â, ®¤  ¨§ ®á¥© ª®â®àëå  ¯à ¢«¥  ¢¤®«ì ¬ £¨â®£® ¯®«ï,

â¥§®à ¢ëà ¦ ¥âáï ¬ âà¨æ¥©:

�̂ =
v2�

3

0
BBBB@

1 0 0

0 1

1+k2
k

1+k2

0 � k
1+k2

1

1+k2

1
CCCCA (53)

7 �à ¢¥¨¥ ¯¥à¥®á 

�¨¥â¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥, ¢ëà ¦¥®¥ ç¥à¥§ £ à¬®¨ª¨, ãáà¥¤¨¬ ¯®  ¯à ¢«¥¨ï¬ á

æ¥«ìî ¢ë¤¥«¥¨ï ¨§®âà®¯®© ç áâ¨ { ã«¥¢®© £ à¬®¨ª¨, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® ¨§ ¥£®

¢ë¯ ¤ãâ ç«¥ë, ¯à®¯®àæ¨® «ìë¥ ~
:

�
@f (0)

@t
+
v�

3
div ~f (1) �

k

3

"
~u

v
~h

#
p
@ ~f (1)

@p
�

2k

3

~u

v
[~h~f (1)] =

2

3
f (1)

~u

v
+

1

3
p
@ ~f (1)

@p

~u

v
: (54)
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�â® ¢ëà ¦¥¨¥ ¤®¯ãáª ¥â ¡®«¥¥ ª®¬¯ ªâãî â¥§®àãî § ¯¨áì

�
@f (0)

@t
+
v�

3
div ~f (1) �

1

3

~u

v
ẑ(2~f (1) + p

@ ~f (1)

@p
) = 0; (55)

£¤¥ â¥§®à ẑ ®¯à¥¤¥«¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ã¬®¦¥¨ï   ¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à ~a:

ẑ~a = ~a+ k[~h~a]; (56)

¢ ç¥¬ ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï, áà ¢¨¢ ï 2 ¯®á«¥¤¨å ãà ¢¥¨ï. � ¤àã£®© áâ®à®ë,

ç«¥, ¯à®¯®àæ¨® «ìë© â¥§®àã ẑ, á®¤¥à¦¨â ¢¥ªâ®à ~f (1), ª®â®àë© á ¬ ¯à®¯®àæ¨® -

«¥ ¤àã£®¬ã â¥§®àã �̂ (¢ª« ¤®¬ ~u ¢ ¢ëà ¦¥¨¨ ¤«ï ~f (1) §¤¥áì ¥®¡å®¤¨¬® ¯à¥¥¡à¥çì,

¯®áª®«ìªã ® ¯à¨¢®¤¨â ª ¢¥«¨ç¨ ¬ ¯®àï¤ª  u2).�«ï â¥§®à  ¤¨ääã§¨¨ ¨¬¥¥¬   -

«®£¨ç®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥:

�̂~b =
v2�

3

1

1 + k2

�
~b+ k2(~b~h)~h+ k[~b~h]

�
: (57)

� ©¤¥¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ â¥§®à®¢ ẑ�̂, ¯à®¨§¢®¤ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ®¯¥à æ¨¨, ®¯à¥¤¥-

«ï¥¬ë¥ íâ¨¬¨ â¥§®à ¬¨:

ẑ�̂~b = �̂~b + k[~h�̂~b] =
v2�

3

1

1 + k2

�
~b + k2(~b~h)~h+ k[~b~h] + k[~h~b] + k2[~h[~b~h]]

�
: (58)

�®á«¥ à áªàëâ¨ï ¤¢®©®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¨ ¯à¨¢¥¤¥¨ï ç«¥®¢ ¨¬¥¥¬ ¯à®-

áâ®

ẑ�̂~b =
v2�

3
~b: (59)

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ãà ¢¥¨¥ ¤«ï ¨§®âà®¯®© ç áâ¨ ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤:

�
@f (0)

@t
�
v�

3
div

 
�3

�̂

v
gradf (0) � p

@f (0)

@p

~u

v

!
�
1

3

~u

v

"
�
3

v

v2�

3
2
@f (0)

@~r
+ p

@

@p
(�

3

v

v2�

3

@f (0)

@~r
)

#
= 0:

(60)

� ¯®á«¥¤¥¬ ç«¥¥ ¯à®¨§¢®¤ ï

p
@(v�)

@p
= v�; (61)

¯®áª®«ìªã v� � p. �®á«¥ ã¯à®é¥¨ï ¨ á®ªà é¥¨ï   � ¯à¨¢®¤¨¬ ãà ¢¥¨¥ ª ¢¨¤ã

@f (0)

@t
= div(�̂gradf (0) � ~ugradf (0) +

1

3
div~up

@f (0)

p
: (62)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨á¯®«ì§ãï ª¢ §¨¡®¬®¢áª®¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥ á ¯à®áâ¥©è¥© ä®à¬®©

áâ®«ª®¢¨â¥«ì®£® ç«¥  ¬ë á¤¥« «¨ áâà®£¨© ¢ë¢®¤ ãà ¢¥¨ï ¯¥à¥®á  ª®á¬¨ç¥-

áª¨å «ãç¥© ¨ ®¯à¥¤¥«¨«¨ ¤¨ääã§¨®ë© â¥§®à.
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8 �à¥©ä®¢ë© ç«¥

�â¨á¨¬¬¥âà¨ç ï ç áâì â¥§®à  ¤¨ääã§¨¨, ¯®à®¦¤ ¥¬ ï ¢¥ªâ®àë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬

¨ ®¯¨áë¢ îé ï â ª  §ë¢ ¥¬ãî å®««®¢áªãî ¤¨ääã§¨î á ª®íää¨æ¨¥â®¬

�H =
v2�

3

k

1 + k2
; (63)

¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¤¥«¥  ¢ ®â¤¥«ìë© ç«¥. �®««®¢áª¨© ª®íää¨æ¨¥â ¤¨ääã§¨¨ ®¯à¥-

¤¥«¨¬ ç¥à¥§ ¨¬¯ã«ìá ç áâ¨æ ¨  ¯àï¦¥®áâì ¬ £¨â®£® ¯®«ï

�H =
v

3

k2

k2 + 1

pc

eH
: (64)

�«¥ ãà ¢¥¨ï, á®¤¥à¦ é¨© å®««®¢áªãî ¤¨ääã§¨î ¯à¥®¡à §ã¥âáï ª á¨¬¢®«¨ç¥áª®©

¢¥ªâ®à®© ä®à¬¥

div
�
�H [gradf

(0)~h]
�
=
v

3

k2

k2 + 1

pc

e
r

2
4rf (0) ~H

H2

3
5 : (65)

� áá®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à ¢¨« ¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï à áé¥¯«ï¥¬ ®¯¥à -

â®à ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï   ¤¢  ®¯¥à â®à  ¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ á¢®©áâ¢® á¬¥è ®£® ¢¥ªâ®à®-

áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï:

r

2
4rf (0) ~H

H2

3
5 = (rf +rH)

2
4rf (0) ~H

H2

3
5 =

~H

H2
[rrf (0)]�rf (0)

2
4r ~H

H2

3
5 : (66)

�¥à¢ë© ç«¥ ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì ¨ ¯®«ãç ¥¬ ¢ëà ¦¥¨¥, ®¯¨áë¢ îé¥¥ å®««®¢áªãî

¤¨ääã§¨î ¢ ¢¨¤¥ ¤à¥©ä :

div(�H [gradf
(0)~h]) = �~udrgradf

(0); (67)

£¤¥

~udr =
v

3

k2

k2 + 1

pc

e
rot

~H

H2
: (68)

�à ¢¥¨¥ ¯¥à¥®á  ¢ ¤à¥©ä®¢®© ä®à¬¥ á®¤¥à¦¨â â®«ìª® á¨¬¬¥âà¨çë© â¥§®à ¤¨ä-

äã§¨¨, ª®â®àë© ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ª ª ~�:

@f (0)

@t
= div(~�gradf (0))� (~u+ ~udr)gradf

(0) +
1

3
div~up

@f (0)

@p
: (69)

� «¥¥ ã«¥¢®© ¨¤¥ªá ã äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï, ¯®ª §ë¢ îé¨©, çâ® ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«®

á ¨§®âà®¯®© ç áâìî, ¡ã¤¥â ®¯ãáª âìáï.

�¤¥« ¥¬ ¥áª®«ìª® § ¬¥ç ¨© ® ¤à¥©ä®¢®© áª®à®áâ¨ ~udr.�â  áª®à®áâì ®âà ¦ ¥â

¤à¥©ä ç áâ¨æ ¢ ¥®¤®à®¤®¬ ¬ £¨â®¬ ¯®«¥. �¤ ª®,¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï

~udr ®â«¨ç ¥âáï ®â ¨áâ¨®© áª®à®áâ¨ ¤à¥ä   «¨ç¨¥¬ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â k. �à¨  -

«¨ç¨¨ ¬ £¨âëå ¥®¤®à®¤®áâ¥© áª®à®áâì ¤à¥©ä  ¯®¨¦ ¥âáï ¨ «¨èì ¯à¨ k � 1
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®  á®¢¯ ¤ ¥â á® áª®à®áâìî ¨áâ¨®£® ¤à¥©ä .�ãé¥áâ¢¥® ¯®¤ç¥àªãâì, çâ® áª®-

à®áâì ¤à¥©ä  ¬®¦¥â ¡ëâì  ¯à ¢«¥  ¯®¤ «î¡ë¬ ã£«®¬ ª ¬ £¨â®¬ã ¯®«î ¨ ¤ ¦¥

¢¤®«ì ¥£®. � ¦®© ï¢«ï¥âáï § ¢¨á¨¬®áâì áª®à®áâ¨ ¤à¥©ä  ®â ¨¬¯ã«ìá  ç áâ¨æ, çâ®

áª §ë¢ ¥âáï ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨ïå ¬®¤ã«ïæ¨¨ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© á®«¥çë¬ ¢¥âà®¬.

�à¨ á¬¥¥ § ª  ¬ £¨â®£® ¯®«ï ®¡à é ¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥ ¤à¥©ä  ç áâ¨æ, ¨ íâ®

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ®ç¥ì ¢ ¦ë¬,¯®áª®«ìªã ¬¥¦¯« ¥â®¥ ¬ £¨â®¥ ¯®«¥ ¯¥à¨®¤¨ç¥-

áª¨ ¨á¯ëâë¢ ¥â ¯¥à¥¯®«îá®¢ª¨.

9 �áâ®à¨ç¥áª ï á¯à ¢ª 

�à ¢¥¨¥ ¯¥à¥®á  ¡ë«® ¢ë¢¥¤¥® à §«¨çë¬¨ á¯®á®¡ ¬¨ ¢ àï¤¥ à ¡®â. � à ¡®â å

[5,6], £¤¥ íâ® ãà ¢¥¨¥ ¡ë«® ¯®«ãç¥® ¢¯¥à¢ë¥, ¨á¯®«ì§®¢ « áì ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì ï

¯«®â®áâì ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© n(p), á¢ï§  ï á äãªæ¨¥© à á¯à¥¤¥«¥¨ï á®®â®è¥-

¨¥¬

n(p) = 4�p2f(p): (70)

�à®¬¥ â®£®, ¢ë¢®¤ ¡ë« á¤¥«  ¤«ï ®¡« áâ¨ ¢ëá®ª¨å í¥à£¨©, £¤¥ " � pc.

�®®â¢¥âáâ¢¥®, ¢ áâ æ¨® à®¬ á«ãç ¥ ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥«® ¢¨¤

div(�̂gradn)� div(n~u) +
1

3
div~u

@

@"
(n") = 0: (71)

�® ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ «®áì ¢ [5,6] ª ª 4-¬¥à®¥ ãà ¢¥¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨, £¤¥ ¢ ª ç¥-

áâ¢¥ ç¥â¢¥àâ®£® ¨§¬¥à¥¨ï ¡ë«  ¢ë¡à   ®áì í¥à£¨¨ ç áâ¨æ, ¯¥à¥¬¥é¥¨¥ ¢¤®«ì

ª®â®à®© ¯à®¨áå®¤¨â á® áª®à®áâìî

_" =
1

3
"div~u: (72)

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, íâ  ä®à¬  ãà ¢¥¨ï íª¢¨¢ «¥â  ¯®«ãç¥®© ¢ëè¥.

� íâ¨å ¦¥ à ¡®â å [5,6] á ¯®¬®éìî ãà ¢¥¨ï ¯¥à¥®á  ¨áá«¥¤®¢  ¬¥å ¨§¬ ¢®§-

¨ª®¢¥¨ï  ¨§®âà®¯¨¨ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© ¢ ¬¥¦¯« ¥â®¬ ¬ £¨â®¬ ¯®«¥, ®â-

¢¥âáâ¢¥ë© §  á®«¥ç®-áãâ®çë¥ ¢ à¨ æ¨¨.

�âà®£¨© ¢ë¢®¤ ãà ¢¥¨ï ¯¥à¥®á  ¨§ ãà ¢¥¨ï �¨ã¢¨««ï ¡ë« á¤¥«  ¢ [7,8],

£¤¥ ¡ë«¨ à ááç¨â ë § ç¥¨ï ª®íää¨æ¨¥â  ¤¨ääã§¨¨ ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â áâ â¨áâ¨-

ç¥áª¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª á«ãç ©®£® ¬ £¨â®£® ¯®«ï. � à ¡®â¥ [9] ãà ¢¥¨¥ ¡ë«®

¯®«ãç¥® ¢ íª¢¨¢ «¥â®©, ® ¥áª®«ìª® ¨®© ä®à¬¥. �à¥©ä®¢ ï ä®à¬  ãà ¢¥¨ï,

¯®«ãç¥ ï ¢ëè¥, ® á ¤àã£¨¬ ¢ëà ¦¥¨¥¬ ¤«ï ¤à¥©ä®¢®© áª®à®áâ¨, ¨á¯®«ì§®¢ « áì

¢ à áç¥â å ¬®¤ã«ïæ¨¨ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© á®«¥çë¬ ¢¥âà®¬( á¬.,  ¯à., [10{12]).

�á®¡ë© ¨â¥à¥á ª ï¢«¥¨î ¤à¥©ä  ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ª ¤à¥©ä®¢®©
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ä®à¬¥ ãà ¢¥¨ï ¯¥à¥®á  ¢®§¨ª ¯®á«¥ à ¡®âë [13], £¤¥ ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® à §«¨ç-

 ï ¯®«ïà®áâì ¬¥¦¯« ¥â®£® ¬ £¨â®£® ¯®«ï ¯à¨¢®¤¨â ª áãé¥áâ¢¥® à §«¨ç-

®¬ã ¯®¢¥¤¥¨î  ¨§®âà®¯¨¨ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥©.

� à ¡®â å [14,15] ¡ë«® ®¡ àã¦¥®, çâ® ãà ¢¥¨¥ ¯¥à¥®á  ¢ ¯à¨¬¥¥¨¨ ª ª®á-

¬¨ç¥áª¨¬ ã¤ àë¬ ¢®« ¬ ®¯¨áë¢ ¥â ¯à¥¦¤¥ ¥¨§¢¥áâë© ¬¥å ¨§¬ à¥£ã«ïà®£®

ãáª®à¥¨ï ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥©.

10 �¥¦¯« ¥â®¥ ¬ £¨â®¥ ¯®«¥ ¨ ª®íää¨æ¨¥âë

¯¥à¥®á 

�¡é¥¥ ¬ £¨â®¥ ¯®«¥ �®«æ , "¢¬®à®¦¥®¥" ¢ ¯« §¬ã á®«¥ç®£® ¢¥âà , ¢ë®á¨âáï

  ¡®«ìè¨¥ à ááâ®ï¨ï ª ª ¬¥¦¯« ¥â®¥ ¯®«¥. �®«¥çë© ¢¥â¥à ¢®§¨ª ¥â ¢á«¥¤-

áâ¢¨¥ ¯¥à¥£à¥¢  á®«¥ç®© ª®à®ë, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® á¨«ë ¤ ¢«¥¨ï ¢ ª®à® «ì®©

¯« §¬¥ ¯à¥®¤®«¥¢ îâ £à ¢¨â æ¨®®¥ ¯®«¥ ¨ ¢ëâ «ª¨¢ îâ ¯« §¬ã  àã¦ã, £¤¥ ® 

¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ íâ¨å á¨« ¯à¨®¡à¥â ¥â á¢¥àå§¢ãª®¢ãî áª®à®áâì ¨ á®¢¥àè ¥â á¢®¡®¤ë©

à §«¥â. �   ç «ì®¬ ãç áâª¥ "à §£® " ¯®â®ª®¢ á®«¥ç®© ¯« §¬ë ¬ £¨â®¥ ¯®«¥

�®«æ , ¨¬¥îé¥¥ ¤¨¯®«ìë© å à ªâ¥à, ®ª §ë¢ ¥â ¢«¨ï¨¥   ¤¢¨¦¥¨¥ ¯« §¬ë,  

  ¡®«è¨å à ááâ®ï¨ïå ®® ¯¥à¥®á¨âáï ç¨áâ® ª¨¥¬ â¨ç¥áª¨. �á«¨ ®â¢«¥çìáï ®â

¢à é¥¨ï �®«æ , â® á®«¥çë© ¢¥â¥à â¥ç¥â ¢áî¤ã à ¤¨ «ì® ¢¤®«ì á¨«®¢ëå «¨¨©

¬¥¦¯« ¥â®£® ¬ £¨â®£® ¯®«ï. � ª ª ª à ¤¨ «ì ï ª®¬¯®¥â  ¯®«ï ¤¨¯®«ï ®¡à -

é ¥âáï ¢ ã«ì ¢ íª¢ â®à¨ «ì®© ¯«®áª®áâ¨, â® ¨¬¥¥âáï £¥«¨®è¨à®âë© £à ¤¨¥â

¬ £¨â®£® ¤ ¢«¥¨ï, áâà¥¬ïé¨©áï ®âª«®¨âì à ¤¨ «ìë© ¯®â®ª ¢ áâ®à®ã íª¢ â®-

à¨ «ì®© ¯«®áª®áâ¨ â ª, çâ®¡ë  ¯àï¦¥®áâì à ¤¨ «ì®£® ¯®«ï ¡ë«  ®¤®à®¤®

à á¯à¥¤¥«¥  ¯® £¥«¨®è¨à®â¥. � áç¥âë ¨  ¡«î¤¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ®¤®à®¤®¥

à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¬ £¨â®£® ¯®«ï ï¢«ï¥âáï å®à®è¨¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥¬. � ¤¨ãá,   ª®â®-

à®¬ ¯à¥ªà é ¥âáï à §£® á®«¥ç®£® ¢¥âà , ¥ ¯à¥¢ëè ¥â 0.15�0.2  áâà. ¥¤.

�à é¥¨¥ �®«æ  ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®ï¢«¥¨î  §¨¬ãâ «ì®© ª®¬¯®¥âë ¯®«ï. � á¨-

áâ¥¬¥ ®âáç¥â , ¢à é îé¥©áï ¢¬¥áâ¥ á �®«æ¥¬, áª®à®áâì ¨¬¥¥â  §¨¬ãâ «ìãî ª®¬-

¯®¥âã u0' = �!�r sin �, !� |ã£«®¢ ï áª®à®áâì �®«æ .�®®â¢¥âáâ¢¥®, ¬ £¨â®¥

¯®«¥ ¨¬¥¥â â ª®¥ ¦¥ á®â®è¥¨¥ ª®¬¯®¥â ª ª ¨ áª®à®áâì, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ®© á¨áâ¥¬¥

®âáç¥â  ¯« §¬  â¥ç¥â ¢¤®«ì ¬ £¨â®£® ¯®«ï. �®íâ®¬ã ¨¬¥¥¬

H' = �Hr

!�r sin �

u0
: (73)

� ª ç¥áâ¢¥ ¬ áèâ ¡  ¤«¨ë r0 ã¤®¡® ¢ë¡à âì ®â®è¥¨¥ u0/ !�,â®£¤    à ááâ®-

ï¨¨ r0  §¨¬ãâ «ì ï ª®¬¯®¥â  ¯®«ï ¢ íª¢ â®à¨ «ì®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ à ¤¨ «ì ï

ª®¬¯®¥â  à ¢ë ¬¥¦¤ã á®¡®© ¨ ¡ã¤ãâ ®¡®§ ç âìáï ª ª H0.
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ £¨â®¥ ¯®«¥ ¢® ¢á¥© ®¡« áâ¨ á¢¥àå§¢ãª®¢®£® ¢¥âà  ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥âáï ¢ëà ¦¥¨ï¬¨:

Hr = H0

r2o
r2
Sign(

�

2
� �); (74)

H' = �H0

r2
0

r2
Sign(

�

2
� �): (75)

�¤¥áì ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï,çâ® ¬ £¨âë© ¬®¬¥â ¤¨¯®«ï ¨ ¢à é â¥«ìë© ¬®¬¥â �®«æ 

¯ à ««¥«ìë, ¢ á¨«ã ç¥£® à ¤¨ «ì ï ª®¬¯®¥â  ¯®«ï ¯®«®¦¨â¥«ì  ¢ á¥¢¥à®¬ ¯®-

«ãè à¨¨ (� < �=2) ¨ ®âà¨æ â¥«ì  ¢ î¦®¬. � ¦¤ë¥ 11 «¥â ¢ ¬ ªá¨¬ã¬¥ ®ç¥à¥¤-

®£® æ¨ª«  á®«¥ç®©  ªâ¨¢®áâ¨ ¯®«ïà®áâì ¬ £¨â®£® ¯®«ï ¬¥ï¥âáï ¨, á®®â¢¥â-

áâ¢¥®,  ¤® ¬¥ïâì § ª ¬ £¨â®£® ¯®«ï ¢ à áç¥âëå ä®à¬ã« å.

� § ¤ ®¬ ¢ëè¥ ¬ £¨â®¬ ¯®«¥ «¥£ª® à ááç¨â âì ª®íää¨æ¨¥âë ¤¨ääã§¨¨ ¨

¤à¥©ä®¢ë¥ áª®à®áâ¨. �®¤áâ ®¢ª  ¯®«ãç¥®£® ¢ëè¥ ¢ëà ¦¥¨ï ¤«ï ¬ £¨â®£®

¯®«ï ¢ ä®à¬ã«ã ¤«ï áª®à®áâ¨ ¤à¥©ä  ¤ ¥â:

udr;r = v
p

p1

"
r2

r2
0
+ r2

�(� �
�

2
)�

r2r2
0
j cos �j

(r2
0
+ r2 sin2 �)2

#
; (76)

udr;� = v
p

p1
r2

2r2
0
+ r2 sin2 �

(r20 + r2 sin2 �)2
sin �Sign(

�

2
� �): (77)

�¤¥áì ¨¬¯ã«ìá

p1 =
3

2

k2 + 1

k2
p0; p0 =

eH0r0

c
: (78)

�¥«ìâ -äãªæ¨ï ®¡ãá«®¢«¥   «¨ç¨¥¬ â®ª®¢®£® á«®ï ¢ íª¢ â®à¨ «ì®© ¯«®áª®áâ¨

¨ ¯®ï¢«ï¥âáï ¯à¨ ä®à¬ «ì®¬ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¨ à §àë¢®£® ¬®¦¨â¥«ï. � à ª-

â¥àë© ¬ áèâ ¡ ¤«ï ¨¬¯ã«ìá  p0 ¯®«ãç¨¬, ¥á«¨ ¯à¨¬¥¬ áª®à®áâì á®«¥ç®£® ¢¥âà 

à ¢®© 400 ª¬/á¥ª ¨  ¯àï¦¥®áâì ¬ £¨â®£® ¯®«ï   ®à¡¨â¥ �¥¬«¨ ®ª®«® 5.

�à¨ â ª¨å ¯ à ¬¥âà å r0 = Re = 1:5 � 1013á¬, H0 = 3 � 10�5£á ¨ p0 � 150�í�/á.

�á«¨ ¯à¨ïâì k2 � 1, â® ¤«ï í¥à£¨¨ �15 �í�, ª®â®àãî ¬®¦® áç¨â âì íää¥ªâ¨¢-

®© í¥à£¨¥© ç áâ¨æ, à¥£¨áâà¨àã¥¬®© ¥©âà®ë¬¨ ¬®¨â®à ¬¨, â¨¯¨ç ï ¢¥«¨ç¨ 

áª®à®áâ¨ ¤à¥©ä  á®áâ ¢¨â 20 âëá.ª¬/á¥ª, çâ® ¯®çâ¨   ¤¢  ¯®àï¤ª  ¡®«ìè¥ áª®à®áâ¨

á®«¥ç®£® ¢¥âà . � à®áâ®¬ í¥à£¨¨ ç áâ¨æ íâ  æ¨äà  ¡ã¤¥â ¥é¥ ¡®«ìè¥.

�à®¤®«ìë©, ¯®¯¥à¥çë© ¨ å®««®¢áª¨© ª®íää¨æ¨¥âë ¤¨ääã§¨¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®

à ¢ë:

�k =
vr0

3

p

p0

H0

H
k; �? =

�k

k2 + 1
; �H =

�kk

k2 + 1
: (79)

11 �¥«¨®¯ ã§ 

�¢¥àå§¢ãª®¢®© ¢¥â¥à ¨¬¥¥â ¤¨ ¬¨ç¥áª®¥ ¤ ¢«¥¨¥, ª®â®à®¥ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ à ¤¨ «ì®£®

à áè¨à¥¨ï ª¢ ¤à â¨ç® ¯ ¤ ¥â á à ááâ®ï¨¥¬. �  ®à¡¨â¥ �¥¬«¨ â¨¯¨çë¥ ¯ à ¬¥-

âàë ¢¥âà : ª®æ¥âà æ¨ï ç áâ¨æ n0=8 ç áâ¨æ/á¬
3, áª®à®áâì u0=400 ª¬/á¥ª. � ª ª ª
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®á®¢®© á®áâ ¢ { ¯à®â®ë( ¬ áá  1.7�10�24 £), â® â¨¯¨ç®¥ ¤¨ ¬¨ç¥áª®¥ ¤ ¢«¥¨¥

¢¥âà  �v2 = 2� 10�8 ¤/á¬2.

�«®â®áâì í¥à£¨¨ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥©,   â ª¦¥ ¤àã£¨å ª®¬¯®¥â ¬¥¦§¢¥§¤®©

áà¥¤ë ¯® ¯®àï¤ªã ¢¥«¨ç¨ë à ¢  1 í�/á¬3, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¤ ¢«¥¨î � 10�12

¤/á¬2. �«¥¤®¢ â¥«ì®,   à ááâ®ï¨¨ ¯®àï¤ª  100  áâà. ¥¤. á®«¥çë© ¢¥â¥à ¤®«-

¦¥ ¯à¥â¥à¯¥¢ âì ã¤ àë© ¯¥à¥å®¤ ¨ áâ ®¢¨âìáï ¤®§¢ãª®¢ë¬. �à¨¡«¨¦¥® ¬®¦®

áç¨â âì, çâ® ¬®¤ã«¨àãîé¥¥ ¤¥©áâ¢¨¥ á®«¥ç®£® ¢¥âà    íâ®¬ à ááâ®ï¨¨ ¯à¥ªà -

é ¥âáï. �ª §  ï £à ¨æ  á¢¥àå§¢ãª®¢®£® ¢¥âà  ®á¨â  §¢ ¨¥ £¥«¨®¯ ã§ë.

�®¤ã«ïæ¨ï ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© ¢ £¥«¨®áä¥à¥ § ¢¨á¨â ®â ãá«®¢¨©   £¥«¨®¯ ã§¥.

�¥£®¤ï ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ â®çëå § ¨© ® £¥«¨®¯ ã§¥ ä®à¬ã«¨à®¢ âì ªà ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï

¯à¨å®¤¨âáï á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¬®¤¥«ìëå ¯à¥¤áâ ¢«¥¨©. � «¨ç¨¥ ªàã¯®¬ áèâ ¡-

®£® í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®«ï ¢ £¥«¨®áä¥à¥ á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ã¥â ® â®¬, çâ® à §ë¥ ®¡« áâ¨

£¥«¨®áä¥àë ¨¬¥îâ à §ë© ¯®â¥æ¨ « ¯® ®â®è¥¨î ª ¢¥è¥© áà¥¤¥. � à áá¬ -

âà¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ £¥«¨®áä¥à®£® ¬ £¨â®£® ¯®«ï ªàã¯®¬ áèâ ¡®¥ í«¥ªâà¨ç¥áª®¥

¯®«¥ ï¢«ï¥âáï ç¨áâ® ¯®â¥æ¨ «ìë¬ ¨ £¥«¨®¯ ã§  ¤®«¦  ¥£® § ¬ëª âì.

� áá¬®âà¨¬ á íâ®© æ¥«ìî ¯à®áâ¥©èãî ¬®¤¥«ì £¥«¨®¯ ã§ë, ¯à¥¤¯®« £ ï, çâ® ® 

¨¬¥¥â áä¥à¨ç¥áªãî ä®à¬ã ¨ çâ®   ¥© ¢¥â¥à áª çª®¬ â¥àï¥â ¢ëá®ªãî í«¥ªâà®¯à®-

¢®¤®áâì.�à ¢¥¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¤«ï ¬ £¨â®£® ¯®«ï § ¯¨è¥¬ ¢ ä®à¬¥:

@ ~H

@t
= rot[~u ~H]� rot

 
c2

4��
rot ~H

!
: (80)

� áâ æ¨® à®¬ á«ãç ¥  è¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ®§ ç ¥â, çâ® ¢ãâà¨ £¥«¨®áä¥àë

¯®¢¥¤¥¨¥ ¬ £¨â®£® ¯®«ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯¥à¢ë¬ ç«¥®¬,   á àã¦¨ { ¢â®àë¬. �«ï

â®£®, çâ®¡ë  ©â¨ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯®â¥æ¨ «  ¢¤®«ì £¥«¨®¯ ã§ë, ¥â ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨

à¥è âì íâ® ãà ¢¥¨¥. � ª ª ª í«¥ªâà¨ç¥áª®¥ ¯®«¥ ¢ãâà¨ £¥«¨®áä¥àë ¨¬¥¥â â®«ìª®

¬¥à¨¤¨® «ìãî ª®¬¯®¥âã

E� = �
u

c
H; (81)

ª®â®à ï ¥¯à¥àë¢    £¥«¨®¯ ã§¥, â® à á¯à¥¤¥¯¥¨¥ ¯®â¥æ¨ «  ¨§¢¥áâ® á â®ç®-

áâìî ¤® ¯®áâ®ï®©. �â  ¯®áâ®ï ï  å®¤¨âáï ¨§ ãá«®¢¨ï, çâ® £¥«¨®áä¥à  ¢ æ¥«®¬

í«¥ªâà¨ç¥áª¨ ¥©âà «ì . �«¥¤®¢ â¥«ì®,

U(�) = �
uH0r0

c

�
cos �Sign(

�

2
� �) + C

�
(82)

¨ ¯®á«¥ ãáà¥¤¥¨ï ¯® áä¥à¥  å®¤¨¬ C = �1=2.�âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¯®«ïàë¥

®¡« áâ¨ £¥«¨®áä¥àë ¨¬¥îâ ®âà¨æ â¥«ìë© ¯®â¥æ¨ « ¯à¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ïà®-

áâ¨ ¬ £¨â®£® ¯®«ï,     ¨§ª¨å £¥«¨®è¨à®â å £¥«¨®áä¥à  § àï¦¥  ¯®«®¦¨â¥«ì®.

�ã«¥¢®© ¯®â¥æ¨ « ¤®áâ¨£ ¥âáï   £¥«¨®è¨à®â¥ +300.
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� ª®¯¥à¥¬¥ë© å à ªâ¥à ¯®â¥æ¨ «  ¢ à áá¬ âà¥¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨ á¢ï§  á ¤¢ã¬ï

ª  « ¬¨  ¨£¨«ïæ¨¨  §¨¬ãâ «ì®£® ¯®«ï §  ¯à¥¤¥« ¬¨ £¥«¨®¯ ã§ë: ¢ëá®ª®è¨à®â-

ë¥ á¨«®¢ë¥ «¨¨¨  ¨£¨«¨àãîâ, áâï£¨¢ ïáì ¢ â®çªã   ¯®«ïà®© ®á¨,   ¨§ª®-

è¨à®âë¥  ¨£¨«¨àãîâ ¢ ¯«®áª®áâ¨ íª¢ â®à . �®¤ç¥àª¥¬, çâ® ¢ë¢®¤ ® § ª®-

¯¥à¥¬¥®áâ¨ í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®â¥æ¨ «  ¥ § ¢¨á¨â ®â ¤¥â «ìëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨©

® áâàãªâãà¥ £¥«¨®¯ ã§ë. �â®â ¢ë¢®¤ ®¯¨à ¥âáï «¨èì   ¯®â¥æ¨ «ìë© å à ªâ¥à

ªàã¯®¬ áèâ ¡®£® í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®«ï.

�æ¥¨¬ ¯®â¥æ¨ «, ¯®« £ ï  §¨¬ãâ «ìãî ª®¬¯®¥âã ¬ £¨â®£® ¯®«ï   ®à-

¡¨â¥ �¥¬«¨ à ¢®© 3,   áª®à®áâì ¢¥âà  400 ª¬/á¥ª. �®«ãç ¥¬, çâ® ® à ¢¥ +100

��, £¤¥ ¢ á«ãç ¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ïà®áâ¨ ¬ £¨â®£® ¯®«ï § ª "{" ®â®á¨âáï

ª ¯®«ïàë¬ ®¡« áâï¬,   "+" | ª ¯«®áª®áâ¨ £¥«¨®íª¢ â®à . � «¨ç¨¥ ¯®â¥æ¨ « 

â ª®© ¢¥«¨ç¨ë á®§¤ ¥â § ¬¥âãî ¬®¤ã«ïæ¨î ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥©.

�®¤ã«ïæ¨ï í«¥ªâà®áâ â¨ç¥áª¨¬ ¯®«¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëç¨á«¥  á ¯®¬®éìî ãà ¢-

¥¨ï �¨ã¢¨««ï. �á«¨ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® §  £¥«¨®¯ ã§®©   ª®á¬¨ç¥áª¨¥ «ãç¨ ®ª -

§ë¢ ¥â ¢«¨ï¨¥ â®«ìª® í«¥ªâà®áâ â¨çç¥áª®¥ ¯®«¥, â® íâ® ãà ¢¥¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

~v
@f

@~r
+ e ~E

@f

@~p
= 0; (83)

¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ ¨§®âà®¯¨¨ @=@~p = ~
@=@p: �®ªà é ï   ¯à®¨§¢®«ìë© ¬®¦¨â¥«ì

~
, ¯à¨¢®¤¨¬ ãà ¢¥¨¥ ª ¨â¥£à¨àã¥¬ã ¢¨¤ã:

v
@f

@~r
+ e ~E

@f

@p
= 0: (84)

� ª ª ª ~E = �rU ,   v = @"=@p, â® ®¡é¨¬ ¨â¥£à «®¬ íâ®£® ãà ¢¥¨ï ï¢«ï¥âáï:

f(~r; p) = F ("+ eU): (85)

�®« £ ï äãªæ¨î à á¯à¥¤¥«¥¨ï §  ¯à¥¤¥« ¬¨ ®¡« áâ¨ ¬®¤ã«ïæ¨¨ à ¢®©

f0 = Bp�(+2); (86)

¯®«ãç ¥¬

f = B

"�
"+ eU

c

�2
� (mc)2

#� (+2)

2

� f0

"
1� ( + 2)

eU"

(pc)2

#
: (87)

�®á«¥¤¥¥ ¯à¨¡«¨¦¥®¥ à ¢¥áâ¢® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¨ p � eU=c: �«¥¤®¢ â¥«ì®,  -

¯à¨¬¥à, ¯à¨ í¥à£¨¨ 10 �í� í«¥ªâà®áâ â¨ç¥áª ï ¬®¤ã«ïæ¨ï á®áâ ¢«ï¥â ¯à¨¬¥à® +5

¯à®æ¥â®¢ ¨ ¤®«¦  ãç¨âë¢ âìáï ¢ à áç¥â å.

12 �®¤ã«ïæ¨ï ¢ «¨¥©®¬ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨

�®¤ã«ïæ¨ï £ « ªâ¨ç¥áª¨å ª®á¬¨ç¥áª¨¨å «ãç¥© ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ¢ «¨¥©®¬

¯® áª®à®áâ¨ ¢¥âà  ¯à¨¡«¨¦¥¨¨. � ª®© ¯®¤å®¤ ¤ ¥â ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ìãî â®ç®áâì
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¯à¨ ®¯¨á ¨¨ ¢ à¨ æ¨© ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥©,  ¡«î¤ ¥¬ëå á ¯®¬®éìî ¥©âà®ëå ¬®-

¨â®à®¢ ¨ ¤àã£¨å ¤¥â¥ªâ®à®¢, çã¢áâ¢¨â¥«ìëå ª ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨¬ í¥à£¨ï¬. �«ï ¨««î-

áâà æ¨¨ à áá¬®âà¨¬ ¨§¢¥áâ®¥ à¥è¥¨¥ ¯à®áâ®© § ¤ ç¨ ® áä¥à¨ç¥áª¨-á¨¬¬¥âà¨ç®¬

¢¥âà¥ á ¨§®âà®¯ë¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬ ¤¨ääã§¨¨, ¥ § ¢¨áïé¨¬ ®â ¨¬¯ã«ìá  ¨ «¨¥©®

à áâãé¨¬ á à ááâ®ï¨¥¬:

f = f0(p)

�
r

R

��
; � =

�
uR

2�0
� 1

�
+

vuut�uR
2�0

� 1

�2
+

2( + 2)

3

uR

�0
: (88)

�¤¥áì �0{§ ç¥¨¥ ª®íää¨æ¨¥â  ¤¨ääã§¨¨   £à ¨æ¥ á®«¥ç®£® ¢¥âà  R,( + 2){

¯®ª § â¥«ì áâ¥¯¥®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ f0(p), {¯®ª § â¥«ì ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® á¯¥ªâà 

ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥©. � ç¥¨¥ �  ©¤¥® ¯ãâ¥¬ ¯®¤áâ ®¢ª¨ ¢ëà ¦¥¨ï ¤«ï f ¢ ãà ¢-

¥¨¥ ¯¥à¥®á . �«ã¡¨  ¬®¤ã«ïæ¨¨   à ááâ®ï¨¨ r ®â �®«æ  á®áâ ¢«ï¥â

I = 1�

�
r

R

��
: (89)

�à ¢¨¬ "â®ç®¥" § ç¥¨¥ £ã¡¨ë ¬®¤ã«ïæ¨¨ ¨ ¯®«ãç¥®¥ ¢ «¨¥©®¬ ¯® áª®à®áâ¨

¢¥âà  ¯à¨¡«¨¦¥¨¨:

I �
( + 2)uR

3�0
ln
R

r
: (90)

�®§ì¬¥¬  = 2:5, § ä¨ªá¨àã¥¬ ®â®è¥¨¥ R=r, ¯®«®¦¨¢,  ¯à¨¬¥à, ln(R=r) = 5.

�ã¤¥¬ ¬¥ïâì ¯ à ¬¥âà ¬®¤ã«ïæ¨¨ uR=�0:

� à ¬¥âà ¬®¤ã«ïæ¨¨ 10�3 3� 10�3 10�2 3� 10�2 5� 10�2

�®ç®¥ § ç¥¨¥ 0:747 2:22 7:20 20:0 30:9

�¨¥©®¥ § ç¥¨¥ 0:75 2:25 7:50 22:5 37:5

(91)

�¤¥áì £«ã¡¨  ¬®¤ã«ïæ¨¨ ¢ëà ¦¥  ¢ ¯à®æ¥â å.

�§ â ¡«¨æë ¢¨¤®, çâ® «¨¥©®¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥ ¤ ¥â ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ìãî â®ç®áâì

¤ ¦¥ ª®£¤  £«ã¡¨  ¬®¤ã«ïæ¨¨ ¤®áâ¨£ ¥â 20�30 ¯à®æ¥â®¢. �®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬ áç¨â âì

áª®à®áâì ¢¥âà  ¬ «ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ äãªæ¨î à á¯à¥¤¥«¥¨ï

¡ã¤¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ª ª áã¬¬ã ¢ àì¨àã¥¬®© ¨ ¥¢ àì¨àã¥¬®© ç áâ¥©. �¥¢ àì¨àã¥-

¬ãî ç áâì ®¡®§ ç¨¬ ª ª f0,   ¤«ï ¢ àì¨àã¥¬®© ç áâ¨ á®åà ¨¬ ®¡ëç®¥ ®¡®§ ç¥¨¥

f . �¨¥ à¨§ æ¨ï ¯® ~u ¤ ¥â:

r(~�rf)� ~udrrf =
2( + 2)

3

u0

r
f0: (92)

�«¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ®¡ãá«®¢«¥ ¤¨¢¥à£¥æ¨¥© áª®à®áâ¨ á®«¥ç®£® ¢¥âà , ª®â®à ï

à ¢  2u0=r,   § ¢¨á¨¬®áâì f0 ®â ¨¬¯ã«ìá  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï áâ¥¯¥®© á ¯®ª § â¥-

«¥¬, à ¢ë¬ �( + 2). � á¨«ã ®á¥¢®© á¨¬¬¥âà¨¨ à ¤¨ «ìë© ¨ £¥«¨®è¨à®âë©

£à ¤¨¥âë ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© á®§¤ îâ ¢ª« ¤, ª®â®àë© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®¬¯®¥â ¬¨

â¥§®à  ¤¨ääã§¨¨ :

�rr = �k
H2

r

H2
+ �?

H2

'

H2
; ��� = �?: (93)
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13 �®¤ã«ïæ¨ï ¢ ¤ «ì¥© §®¥

� ¡®«ìè¥© ç áâ¨ ®¡« áâ¨ ¬®¤ã«ïæ¨¨ ¬ £¨â®¥ ¯®«¥ ¬®¦¥â ¯à¥¤áâ ¢«ïâìáï ª ª ç¨-

áâ®  §¨¬ãâ «ì®¥. �ª« ¤ à ¤¨ «ì®© ª®¬¯®¥âë ¯®«ï § ¢¨á¨â ®â áâ¥¯¥¨ ¥£® à¥-

£ã«ïà®áâ¨, ¢ëà ¦ ¥¬®© ¯ à ¬¥âà®¬ k. �á«¨ ¯à¨ïâì ¤«ï ®à¨¥â¨à®¢ª¨ ®â®è¥¨¥

ª®íää¨æ¨¥â®¢ à ¢ë¬ �?=�k � 0:1, ª ª ç áâ® ã¯®¬¨ ¥âáï ¢ «¨â¥à âãà¥, â® ¤«ï

¯ à ¬¥âà  ¨¬¥¥¬ § ç¥¨¥ k = 3. � íâ®¬ á«ãç ¥ à ¤¨ «ì®© ª®¬¯®¥â®© ¯®«ï ¨,

á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¯à®¤®«ì®© ¤¨ääã§¨¥© ç áâ¨æ ¬®¦® ¯à¥¥¡à¥çì ¢áî¤ã §  ¨áª«îç¥-

¨¥¬ æ¨«¨¤à¨ç¥áª®© ®¡« áâ¨, á®®á®© á �®«æ¥¬ ¨ ¨¬¥îé¥© à ¤¨ãá ®ª®«® 2r0, â.¥. 2

 áâà®®¬¨ç¥áª¨å ¥¤¨¨æ. �áâ¥áâ¢¥®, ªàã¯®¬ áèâ ¡ ï ª àâ¨  ¬®¤ã«ïæ¨¨ ¡ã¤¥â

®¯à¥¤¥«ïâìáï "¤ «ì¥© §®®©", £¤¥ ¯®«¥ ç¨áâ®  §¨¬ãâ «ì®¥.

�ëà ¦¥¨ï ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¤¨ääã§¨¨ ¨ áª®à®áâ¥© ¤à¥©ä  ¤«ï ¤ «ì¥© §®ë

ã¯à®é îâáï:

�rr = ��� = �? =
vr0

3

p

p0

k

k2 + 1

r

r0 sin �
(94)

ur = v
p

p1
�(� �

�

2
); u� = v

p

p1

Sign(�
2
� �)

sin �
: (95)

�«¥¤ã¥â ®¡à â¨âì ¢¨¬ ¨¥, çâ® ª®íää¨æ¨¥â ¤¨ääã§¨¨ ¨ áª®à®áâì ¤à¥©ä  ®¡à é -

îâáï ¢ ¡¥áª®¥ç®áâì   ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨. �¨§¨ç¥áª¨ íâ® á¢ï§ ® á â¥¬, çâ®  ¯àï-

¦¥®áâì ¬ £¨â®£® ¯®«ï §¤¥áì çà¥§¢ëç ©® ¬ « . � ¯à¨ïâ®¬  ¬¨ ¯à¨¡«¨¦¥¨¨

®  ä®à¬ «ì® ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ãà ¢¥¨¥ ¯¥à¥®á  ¢ ¤ «ì¥© §®¥ ¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤:

1

r2
@

@r

 
r2�?

@f

@r

!
+

1

r2 sin �

@

@�

 
sin ��?

@f

@�

!
� ur

@f

@r
� u�

1

r

@f

@�
=
b

r
; (96)

£¤¥ b = 2( + 2)u0f0=3:

�®¤áâ ¢¨¬ ¢ëà ¦¥¨ï ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¯¥à¥®á , à §¤¥«¨¬ ãà ¢¥¨¥   vp=p1

¨ ã¬®¦¨¬   r sin �, ¯®á«¥ ç¥£® ãà ¢¥¨¥ ¯à¨®¡à¥â ¥â ¯à®áâ®© ¢¨¤:

1

2k

1

r

@

@r

 
r3
@f

@r

!
+

1

2k

@2f

@�2
� r

@f

@r
�

�
� �

�

2

�
�
@f

@�
Sign

�
�

2
� �

�
= b1 sin �; (97)

b1 =
2( + 2)

3

u0

v

p1

p
f0: (98)

�à ¢¥¨¥ ¬®¦® ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¥é¥ ¡®«¥¥ ã¤®¡®¬ã ¢¨¤ã, ¥á«¨ ¢¢¥áâ¨ £¥«¨®è¨à®âã

 = �=2� � ¨ ¯¥à¥¬¥ãî � = �ln(r=R) , £¤¥ R { à ¤¨ãá £¥«¨®áä¥àë:

1

2k
�f �

1

k

@f

@�
+
@f

@�
�( ) +

@f

@j j
= b1 cos : (99)

�¯¥à â®à � ¯« á  ¤¥©áâ¢ã¥â   ¯¥à¥¬¥ë¥ �;  ª ª   ¤¥ª àâ®¢ë ª®®à¤¨ âë.
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14 �à ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï

�á«¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë äãªæ¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï § ¢¨á¥«  ®â ¬®¤ã«ï £¥«¨®è¨à®âë,

â® ¯®«ãç¨¬ ¤«ï ¢â®à®© ¯à®¨§¢®¤®©

@2f

@ 2
=

@

@ 

 
@f

@j j
Sign 

!
=

@2f

@j j2
+ 2

@f

@j j
�( ): (100)

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯ãáª ï § ª ¬®¤ã«ï  ¢ ®¡« áâ¨ 0 �  � �=2, ¯®«ãç ¥¬ ãà ¢¥¨¥

1

2k
�f �

1

k

@f

@�
+
@f

@ 
= b1 cos ; (101)

  ¯à¨  = 0 ¨¬¥¥¬ ªà ¥¢®¥ ãá«®¢¨¥

1

k

@f

@ 
+
@f

@�
= 0; (102)

¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¢§ ¨¬®£® ¯®£ è¥¨ï á¨£ã«ïàëå ç«¥®¢.

�à ¥¢®¥ ãá«®¢¨¥   £¥«¨®¯ ã§¥ (� = 0) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®¢¥¤¥¨¥¬ í«¥ªâà¨ç¥áª®£®

¯®â¥æ¨ « :

f = b1
k2

k2 + 1

�
�
1

2
+ sin 

�
: (103)

�¤¥áì f ï¢«ï¥âáï ¢ àì¨àã¥¬®© ç áâìî, ¨ ¤«ï ¯®«®£® ®¯¨á ¨ï ¥®¡å®¤¨¬® ¤®¡ ¢«ïâì

¥¢®§¬ãé¥ãî ç áâì f0.

� íâ®¬ ªà ¥¢®¬ ãá«®¢¨¨  ¬¯«¨âã¤ , § ¢¨áïé ï ®â  ¯àï¦¥®áâ¨ ¬¥¦¯« ¥â®£®

¬ £¨â®£® ¯®«ï, áª®à®áâ¨ á®«¥ç®£® ¢¥âà  ¨ ¨¬¯ã«ìá  ç áâ¨æ, ¤«ï ã¤®¡áâ¢  ¢ë-

à ¦¥  ç¥à¥§ â®â ¦¥ á ¬ë© ¯ à ¬¥âà b1, ª®â®àë© ¢¢¥¤¥ ¢ëè¥. �à¨  = �=2 ¨§-§ 

¡¥áª®¥ç®© ¢¥«¨ç¨ë ª®íää¨æ¨¥â  ¤¨ääã§¨¨ äãªæ¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®áâ®ï  ¨

à ¢ 

f j =�=2 =
b1

2

k2

k2 + 1
: (104)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãà ¢¥¨¥ ¨ 3 ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ ¯®¢¥¤¥¨¥ äãªæ¨¨ f

¢ ¯®«®á¥ � � 0; 0 �  � �=2. �§¬¥¥¨¥ ãà ¢¥¨ï ¨ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨© ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥

ª ®âà¨æ â¥«ì®© ¯®«ïà®áâ¨ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ®¤®¢à¥¬¥ë¬ ¨§¬¥¥¨¥¬ § ª  k ¨

b1.

�á«¨ æ¥«ìî ¢ëç¨á«¥¨© ï¢«ï¥âáï  å®¦¤¥¨¥ ¬®¤ã«ïæ¨¨ ¢¡«¨§¨ ®à¡¨âë �¥¬«¨, â®

¨¬¥¥¬ â®çªã (� � 4:6; = 0), ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ª®â®à®©  ¬ ã¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®¢¥¤¥¨¥

äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï. �â  â®çª  ®âáâ®¨â ®â £à ¨æ ®¡« áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®   4.6

¨ �=2 ¡¥§à §¬¥àëå ¥¤¨¨æ. �â¨ à ááâ®ï¨ï ®¤®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¢«¨ï¨¥ â®© ¨«¨ ¨®©

£à ¨æë ªà¨â¨ç¥áª¨¬ ®¡à §®¬ § ¢¨á¨â ®â ¢¥«¨ç¨ë ¨  ¯à ¢«¥¨ï ¤à¥©ä  ç áâ¨æ.

�à¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ïà®áâ¨ ¯®«ï ¤à¥©ä  ¯à ¢«¥ ª ¯«®áª®áâ¨ íª¢ â®à  ¨

¢¤®«ì ¥¥  àã¦ã. �®íâ®¬ã ®á®¢®¥ ¢«¨ï¨¥ ®ª §ë¢ ¥â ¢ëá®ª®è¨à®â ï £à ¨æ 

 = �=2. �à¨ ®âà¨æ â¥«ì®© ¯®«ïà®áâ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¥  ¯à ¢«¥¨¥ ¤à¥©ä 
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ç áâ¨æ ¯¥à¥ªàë¢ ¥â ¢«¨ï¨¥ ¢ëá®ª®è¨à®â®© £à ¨æë, ¨ ¥®¡å®¤¨¬® ãç¨âë¢ âì

ãá«®¢¨ï   £¥«¨®¯ ã§¥. �¨èì ¯à¨ k < 1, ª®£¤  ¤à¥©ä ¥¢¥«¨ª, ¢ëá®ª®è¨à®â ï

£à ¨æ  ¡ã¤¥â ¤ ¢ âì ¢ª« ¤ ¢ à¥è¥¨¥ ¯à¨ ®âà¨æ â¥«ì®© ¯®«ïà®áâ¨ ¬ £¨â®£®

¯®«ï.

15 �®«®¦¨â¥«ì ï ¨ ®âà¨æ â¥«ì ï ¯®«ïà®áâì ¬ £-

¨â®£® ¯®«ï

�à¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¯®«ïà®áâ¨, ¯à¥¥¡à¥£ ï ¢«¨ï¨¥¬ £¥«¨®¯ ã§ë,  å®¤¨¬ à¥è¥-

¨¥, ¥ § ¢¨áïé¥¥ ®â �. �®  å®¤¨âáï ¤¢ã¬ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¬¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï¬¨

¯®  ,   ¯®áâ®ïë¥ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ãá«®¢¨© ¯à¨  = 0 ¨  = �=2:

f( ) =
2kb1

4k2 + 1
(2k sin � cos � 2k) +

2kb1

4k2 + 1

�
e�2k � e�k�

�
+
b1

2

k2

k2 + 1
: (105)

� ¯«®áª®áâ¨ íª¢ â®à  á â®ç®áâìî ¤® ¬ «®© íªá¯®¥æ¨ «ì®© ¤®¡ ¢ª¨ äãªæ¨ï

à ¢ 

f(0) = �b1

 
4k2

4k2 + 1
�

1

2

k2

k2 + 1

!
(106)

¨ ®âà¨æ â¥«ì  ¯à¨ «î¡ëå k.

� á«ãç ¥ ®âà¨æ â¥«ì®© ¯®«ïà®áâ¨ à¥è¥¨¥, ¥ § ¢¨áïé¥¥ ®â �, ä®à¬ «ì® â®¦¥

áãé¥áâ¢ã¥â, ®® ¯®«ãç ¥âáï § ¬¥®© § ª  k ¨ b1 ¨ ¤«ï íª¢ â®à¨ «ì®© ¯«®áª®áâ¨

¨¬¥¥â ¢¨¤:

f(0) � �
2kb1

4k2 + 1
ek�: (107)

�¨¤®, çâ® £«ã¡¨  ¬®¤ã«ïæ¨¨ ¯®«ãç ¥âáï ®ç¥ì ¡®«ìè®©. � ª ã¦¥ ãª §ë¢ «®áì,

¯à¨ç¨®© íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï ¤à¥©ä ¢ ®¡¥ áâ®à®ë ®â íª¢ â®à¨ «ì®© ¯«®áª®áâ¨. �®-

íâ®¬ã ®¡å®¤¨¬® ãç¨âë¢ âì ¢«¨ï¨¥ £¥«¨®¯ ã§ë. �á«¨ ®£à ¨ç¨âìáï ¥ á«¨èª®¬

¬ «ë¬¨ k, â® ¢«¨ï¨¥¬ ¢ëá®ª®è¨à®â®© £à ¨æë ¬®¦® ¯à¥¥¡à¥çì ¨ à áá¬ âà¨-

¢ âì ¯®¢¥¤¥¨¥ äãªæ¨¨   ¨§ª¨å £¥«¨®è¨à®â å, £¤¥ sin �  ; cos � 1:

�à ¢¥¨¥
1

2k
�f �

1

k

@f

@�
�
@f

@ 
= b1 (108)

á ªà ¥¢ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
1

k

@f

@ 
�
@f

@�
= 0j =0; (109)

f = b1
k2

k2 + 1

�
1

2
�  

�
j�=0 (110)

¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¯à®áâ®¥ à¥è¥¨¥:

f = b1
k2

k2 + 1

 
1

2
� j j �

�

k

!
: (111)
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�¤¥áì ¢®ááâ ®¢«¥ § ª ¬®¤ã«ï  .�«¥¤ã¥â ®¡à â¨âì ¢¨¬ ¨¥, çâ® äãªæ¨ï f á¨¬-

¬¥âà¨ç  ®â®á¨â¥«ì® íª¢ â®à¨ «ì®© ¯«®áª®áâ¨,   ¥¥ ¯à®¨§¢®¤ ï ¯®  â¥à¯¨â

à §àë¢ ¯à¨  = 0, â ª çâ® ¯®¢¥¤¥¨¥ f ¨¬¥¥â "ª«¨®®¡à §ë©" å à ªâ¥à.

16 � ª«îç¨â¥«ìë¥ § ¬¥ç ¨ï

�®«ãç¥ë¥ à¥è¥¨ï ï¢«ïîâáï ®á®¢®© ¤«ï ª®«¨ç¥áâ¢¥®£® á®¯®áâ ¢«¥¨ï á â¥®à¥-

â¨ç¥áª¨¬¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï¬¨ íªá¯¥à¨¬¥â «ìëå ¤ ëå ® ¢ à¨ æ¨ïå ª®á¬¨ç¥áª¨å

«ãç¥© ¨ ¨å  ¨§®âà®¯¨¨ á æ¨ª«®¬ á®«¥ç®©  ªâ¨¢®áâ¨. �¨§®âà®¯¨ï ®â®¡à ¦ ¥âáï

¢¥ªâ®à®¬ â®ª  ~f (1), ª®â®àë© ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«¥, ¥á«¨ ¢ëç¨á«¥ £à ¤¨¥â äãªæ¨¨

à á¯à¥¤¥«¥¨ï. �  ®à¡¨â¥ �¥¬«¨ â¥§®à ¤¨ääã§¨¨ ¤®«¦¥ ¢ëç¨á«ïâìáï á ãç¥â®¬

¢ª« ¤  à ¤¨ «ì®© ª®¬¯®¥âë ¬¥¦¯« ¥â®£® ¯®«ï, ª®â®à ï §¤¥áì ¨¬¥¥â ¯à¬¥à®

âã ¦¥ ¢¥«¨ç¨ã ª ª ¨  §¨¬ãâ «ì ï.

� ¯à¥¤áâ ¢«¥®© ¬®¤¥«¨ ¬®¤ã«ïæ¨¨ ª®á¬¨ç¥áª¨å «ãç¥© ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ¯®¤£®®ç-

ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬ ï¢«ï¥âáï ¯ à ¬¥âà k, ª®â®àë©  àï¤ã á® áª®à®áâìî á®«¥ç®£®

¢¥âà ,  ¯àï¦¥®áâìî ¬ £¨â®£® ¯®«ï ¨ à ¤¨ãá®¬ £¥«¨®áä¥àë ¯®«®áâìî ®¯à¥-

¤¥«ï¥â ª àâ¨ã ¬®¤ã«ïæ¨¨.�¥â «ì®¥ á®¯®áâ ¢«¥¨¥ á ¤ ë¬¨  ¡«î¤¥¨© ¤®«¦®

¯®ª § âì, ª ª¨¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ íâ®© ¬®¤¥«¨ âà¥¡ãîâáï. �¥ ¨áª«îç¥®, çâ® ¥®¡å®-

¤¨¬® ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âì íâ®â ¯ à ¬¥âà § ¢¨áïé¨¬ ®â ¨¬¯ã«ìá  ç áâ¨æ. � ª¦¥

¢®§¬®¦®, çâ® íää¥ªâ¨¢®¥ § ç¥¨¥ ¯ à ¬¥âà  ¯® ¢á¥¬ã ®¡ê¥¬ã £¥«¨®áä¥àë, ®¯à¥-

¤¥«ïîé¥¥ £«ã¡¨ã ¬®¤ã«ïæ¨¨, ¡ã¤¥â ®â«¨ç âìáï ®â ¥£® «®ª «ì®£® § ç¥¨ï, ®â ª®-

â®à®£® § ¢¨áïâ á¢®©áâ¢   ¡«î¤ ¥¬®©  ¨§®âà®¯¨¨.

�á«¨ âà¥¡ã¥¬®¥ § ç¥¨¥ k < 1, â® ¥®¡å®¤¨¬® ¯¥à¥áç¨â ¢ âì  ¯àï¦¥®áâì à¥-

£ã«ïà®£® ¬ £¨â®£® ¯®«ï, ª®â®à ï ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬¥ìè¥, ç¥¬  å®¤¨¬ ï ¨§ ¯àï¬ëå

 ¡«î¤¥¨©. �®£ãâ ¯®âà¥¡®¢ âìáï ¨ ¤àã£¨¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¬®¤¥«¨. �¬¥® íªá¯¥à¨-

¬¥â ¤®«¦¥ ®â¢¥â¨âì   ¢á¥ ¯®áâ ¢«¥ë¥ ¢®¯à®áë.
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