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1. ВВЕДЕНИЕ: БАЛЛОННЫЕ МОДЫ
И ИХ УСТОЙЧИВОСТЬ

В ОКОЛОЗЕМНОЙ ПЛАЗМЕ

Суббури – ключевое, но так еще и непонятое,
явление в околоземном пространстве, сопровож/
даемое большим выделением энергии, инжекци/
ей и ускорением частиц, активизацией полярных
сияний и т.д. При этом ультранизкочастотные
(УНЧ) волновые возмущения (периоды от первых
секунд до десятков минут) не только осуществля/
ют электродинамическую связь между различны/
ми областями околоземного пространства и ока/
зываются дистанционными индикаторами раз/
личных фаз суббури, но и могут активно влиять
на ее протекание. Ключевая дилемма физики
околоземного пространства связана с определе/
нием положения области зарождения суббури: в
хвосте магнитосферы в результате магнитного пе/
ресоединения или на квазидипольных силовых
линиях в результате пока не отождествленной не/
устойчивости? К настоящему времени все боль/
шее число исследователей склоняется к мнению,
что суббуря начинается на квазидипольных сило/
вых линиях, а пересоединение в хвосте магнито/
сферы является вторичным процессом. В каче/
стве возможного триггера суббури часто предла/
гается баллонная (ballooning) неустойчивость
[Miura et al., 1989; Ohtani and Tamao, 1993; Liu
et al., 1995; Cheng, 2004; Agapitov et al., 2007].

Горячая плазма, давление которой спадает по
радиальной координате L слишком резко, а
именно как P ∝ L–α с показателем α > 4γ (γ – по/
казатель политропы), оказывается неустойчивой
относительно гидромагнитных желобковых воз/
мущений. Если силовые линии вморожены в про/
водящие торцы магнитной ловушки, то чисто же/
лобковые возмущения оказываются невозмож/
ными, и порог гидромагнитной конвективной
неустойчивости повышается за счет дополни/
тельного стабилизирующего слагаемого ∝ β–1.
Расчеты для дипольной геометрии магнитного
поля [Cheremnykh and Parnowski, 2004] дают α =
= K2 + K1β

–1, где K1,2 – слабо зависящие от широ/
ты коэффициенты: K2 � 5, K1 � 1. В отличие от
конвективной неустойчивости, баллонная мода
представляет собой не перестановочное движе/
ние силовой трубки в целом, а локально разбуха/
ющий “пузырь” горячей плазмы.

Теоретические работы по баллонной неустой/
чивости рассматривают систему зацепленных
уравнений для полоидальных (мелкомасштабных
в азимутальном направлении) альвеновских волн
и медленных магнитозвуковых (ММЗ) волн в
плазме конечного давления, находящейся в кри/
волинейном магнитном поле. Описание баллон/
ной неустойчивости, проведенное Ohtani and
Tamao [1993] в ВКБ/приближении, привело к по/
роговому условию, которое по мнению авторов в
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типичных условиях ночной магнитосферы не до/
стигается.

В работе [Liu, 1997] указано на ошибку Ohtani
and Tamao [1993] в продольной проекции уравне/
ния движения, и получен более мягкий критерий
неустойчивости

(1)

где β = PВ–2 – отношение газокинетического
давления к давлению магнитного поля, κc – кри/
визна силовой линии и κP = ∂хlnP. Подобное по/
роговое условие получается для баллонной не/
устойчивости в мультипольной магнитной ловуш/
ке, если под k|| подразумевать π/l, где l – размер
области с неблагоприятной кривизной [Михай/
ловский, 1978]. Как видно из выражения (1) для
порога, благоприятные условия для развития не/
устойчивости создаются на направленном к Земле
резком градиенте давления плазмы κP < 0 в обла/
сти излома силовых линий (малый радиус кри/

визны Rc = ). Неустойчивая плазма, удержи/
ваемая искривленными силовыми линиями,
стремится вырваться наружу и вытянуть силовые
линии еще дальше. Характерное время взрывной
фазы суббури ~1 мин значительно меньше време/
ни пробега альвеновского возмущения до ионо/
сферы, поэтому в развитии неустойчивости про/
водящие торцы не должны играть существенной
роли.

Такие условия возникают при сильно вытяну/
тых в хвост магнитосферы силовых линиях перед
началом взрывной фазы суббури [Zhu et al., 2009].
Другая возможная область для развития баллон/
ной неустойчивости указана в работе [Golovchan/
skaya and Kullen, 2005]: высокоширотная граница
между теплой плазмой плазменного слоя и холод/
ной плазмой долей хвоста. Развитие неустойчи/
вости в этой области может приводить к выбро/
сам горячих филаментов в доли хвоста и образо/
ванию трансполярных дуг сияний в полярной
шапке.

Получаемое при локальном анализе дисперси/
онное соотношение широко используется в гео/
физических приложениях не только для анализа
устойчивости плазмы, но и для описания спек/
тральных свойств низкочастотных волновых яв/
лений в ночной авроральной магнитосфере. Дис/
персионное соотношение в приближении ВКБ
применялось для интерпретации распростране/
ния бухт аврорального риометрического погло/
щения, возможности полного внутреннего отра/
жения альвеновских возмущений [Сафаргалеев и
Мальцев, 1986; Mager et al., 2009], колебаний хво/
ста магнитосферы (flapping waves) [Golovchan/
skaya and Maltsev, 2005; Golovchanskaya and Minga/
lev, 2006].

βκcκP
k ||

2
,>

βμ2

κc
1–

Однако конкретный вид дисперсионного со/
отношения, использованного в разных работах,
различался. В связи с этим было необходимо ма/
тематически корректно проследить вывод дис/
персионного соотношения из исходной системы
зацепленных МГД мод и переход к различным
предельным случаям, что и сделано в предлагае/
мой работе. Кроме того, подробно изучена зави/
симость дисперсионной кривой от параметров
плазмы. Это позволяет уточнить теоретические
представления о развития суббури с точки зрения
внутренней неустойчивости магнитосферной го/
рячей плазмы.

2. МГД РАВНОВЕСИЕ ПЛАЗМЫ
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ В 2D ГЕОМЕТРИИ

Рассмотрим ситуацию, когда либо горячая
плазма удерживается искривленными силовыми
линиями, либо внешняя тепловая плазма окружает
полость, защищаемую магнитным полем. Пусть x,
y, z – декартовы координаты, и B = B(x, z) – равно/
весное магнитное поле с силовыми линиями, ле/
жащими в плоскостях y = const. Введем локаль/
ный ортонормированный базис, связанный с
криволинейной геометрией равновесного маг/
нитного поля: e3 = B/B, e2 = eу, e1 = e2 × e3, и введем
обозначение для производных по направлениям
базисных векторов: �n = en ⋅ �. Операторы �1 и �3

коммутируют с �2, но не коммутируют между со/
бой. Для них имеет место соотношение

(2)

которое будет использовано в дальнейшем. Неод/
нородности плазмы и магнитного поля характе/
ризуются тремя параметрами: относительными
градиентами κP = P–1�1P и κB = B–1�1B и кривиз/

ной силовой линии κc = e1 ⋅ �3e3 (|κc| = ).

Условия равновесия плазмы со скалярным
давлением P(x) выражаются уравнениями магни/
тостатики –�P + J × B = 0, � × B = μ0J, которые в
рассматриваемом двумерном случае сводятся к
соотношениям

�1 =JB, μ0J = (–�1B + κcB)e2. (3)

Локальное условие равновесия можно записать и
через κ/параметры:

(β/2)κP + κB – κc = 0. (4)

3. ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ
ДИНАМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

Пусть в равновесии смещение плазмы и элек/
трическое поле отсутствуют. Тогда для гармоник
возмущения ~exp(–iωt) линеаризованные урав/
нения МГД имеют вид

∇3∇1 ∇1∇3 κc∇3– B 1–
∇3B( )∇1,+=

Rc
1–
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(5)

где ρ, P, и B – равновесные плотность, давление и
магнитное поле, ξ – смещение плазмы из поло/
жения равновесия, b – возмущение магнитного
поля, p – возмущение давления плазмы. Предпо/
лагается, что поперечный масштаб возмущений
много больше ларморовского радиуса.

Исключая b из (5) и переходя вместо ξ3 и p к но/
вым неизвестным: u = � ⋅ ξ, характеризующей
сжатие плазмы, и нормированному возмущению
полного давления q = μ0B

–2(p + Bb3/μ0), получим
линеаризованные МГД уравнения для двумерно/
го случая, которые для возмущений ∝ exp(ik2x2)
имеют вид

(6)

где LP = �3B
–1�3B +  – полоидальный альвенов/

ский оператор, LT = B–1�3B�3 +  – тороидаль/

ный альвеновский оператор, Ls = B�3B
–1�3 +  –

магнитозвуковой оператор, и Lc = Ls + . Здесь
kA = ω/VA – альвеновское волновое число, ks =

= ω/Vs – магнитозвуковое волновое число,  =

=  +  = ω2/  и β = 2γ– /  – отношение
давлений плазмы и магнитного поля; VA =
= B(μ0ρ)–1/2 – альвеновская скорость, Vs =

(γP/ρ)1/2 – скорость звука, и Vc = VAVs(  + )–1/2 –
касповая скорость. Этот вид уравнений оказывается
удобным для перехода к асимптотике при больших
поперечных волновых числах. Система уравне/
ний, полученная в работе [Cheng, 2002], в двумер/
ном случае с точностью до обозначений совпада/
ет с системой (6).

4. АСИМПТОТИКА ПРИ БОЛЬШИХ 
ПОПЕРЕЧНЫХ ВОЛНОВЫХ ЧИСЛАХ

Исследуем асимптотику решений системы (6)
для поперечно/мелкомасштабных возмущений,

т.е. при k⊥ =(  + )  ∞. Заменим для удобства
оценки порядка величин k1  k1/ε и k2  k2/ε,
где ε – малый параметр. Асимптотику решения
системы (6) будем искать в виде

μ∂ω
2
πξ μ0∇p b ∇ B×( ) B ∇ b×( ),×+×+=

p ξ ∇P γP∇ ξ, b⋅–⋅– ∇ ξ B×( ),×= =

∇1 κc–( )ξ1 iε 1– k2ξ2 k3
2– Lsu–+ 0,=

Lp βκcκP+( )ξ1 γβκcu βκP ∇1–( )q+ + 0,=

LTξ2 iε I– k2q– 0,=

2κcks
2
ξ1 Lcu ks

2q+ + 0,=

kA
2

kA
2

ks
2

kA
2

kc
2

kA
2 ks

2 Vc
2 Vs

2 VA
2

VA
2 Vs

2

k1
2 k2

2

(7)

что отражает большую величину “радиального”
волнового числа ε–1�1θ = ε–1k1. Собирая члены с
одинаковыми степенями ε, получим в порядке ε–1

систему уравнений

(8)

из которой следует, что q0 = 0, то есть возмущение
полного давления q является малой величиной <ε.
По существу, это означает отщепление быстрой
магнитозвуковой волны. 

Далее, в порядке ε0 имеем систему уравнений

(9)

Первое уравнение этой системы может быть ис/
пользовано при дальнейшем уточнении решения
для определения поправок первого приближе/
ния. Остальные три уравнения с помощью соот/
ношений (8) приводятся к замкнутой системе
уравнений нулевого приближения (опускаем ин/
декс 0)

(10)

Величина q1 относится к нулевому приближению,
так как q0 = 0.

Для полоидальных возмущений (k1 = 0) из пер/
вого соотношения (8) следует, что ξ20 = 0, а из вто/
рого уравнения системы (10) находим q1 = 0, то
есть при k1 = 0 величина q � ε2. Тогда первое и тре/
тье уравнения (10) образуют замкнутую систему

(11)

Для тороидальных возмущений (k2 =0) из (8)
получается, что ξ10 = 0 и q0 = 0. При этом надо вер/
нуться к системе (9), поскольку при k2 = 0 второе
уравнение системы (10) тождественно удовлетво/
ряется. Последние два уравнения системы (9)
представляют собой при k2 = 0 расцепленную си/
стему: LTξ20 = 0, Lcu0 = 0. При этом из второго

уравнения системы (9) находим q1 = –ι γβκcu0,

y y0 εy1 ε
2y2 ...+ + +( ) iθ x1( )ε

1–
[ ]exp=

y ξ1 ξ2, u q,=( ),

k1ξ10 k2ξ20+ 0, k1q0 0, k2q0 0,= = =

ik1ξ11 ik2ξ21 κcξ10– ks
2– Lsu0– ∇1ξ10+ + 0,=

LP βκcκP+( )ξ10 γβκcu0 ++

+ βκPq0 ∇1q0 ik1q1–– 0,=

LTξ20 ik2q1– 0,=

2κcks
2
ξ10 Lcu0 ks

2q0+ + 0.=

LP βκcκP+( )ξ1   ik1q1– γβκcu0+ 0,=

ik1LTξ1 k2
2q1– 0,=

2κcks
2
ξ1 Lcu+ 0.=

LP βκcκP+( )ξ1  γβκcu+ 0,=

2κcks
2
ξ1 Lcu+ 0.=

k1
1–
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т.е. в этом случае возмущение полного давления
является малой величиной q ~ ε.

Заметим, что общая система нулевого прибли/
жения (10) не намного сложнее частного случая
(11). Неизвестное q1 легко исключается с помо/
щью второго уравнения системы (10), в результа/
те чего получаем систему второго порядка [Kli/
mushkin, 1998]

(12)

5. ЛОКАЛЬНОЕ
ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Пусть возмущение имеет малый масштаб не
только по x1, x2, но и по x3, так что и зависимость
от координаты x3 ищем в приближении геометри/
ческой оптики ∝ exp(ik||x3) с k||  ∞. Операторы в
(12) превращаются в числовые множители: LP =

= LT = LА =  – , Lc =  – , и (12) теперь
становится алгебраической системой. Приравни/
вая ее определитель нулю, получаем дисперсион/
ное уравнение

(13)

где α – угол между k⊥ и ортом e1, то есть sin2α =

= (  + )–1. Полученное уравнение (13) явля/
ется обобщением локального дисперсионного со/
отношения [Liu, 1997] для косых возмущений
sinα ≠ 1. Корни уравнения (13) имеют вид

(14)

где H = βκc [2γκc – κP(2 + γβ)/2]sin2α. Поскольку
дискриминант биквадратного уравнения (13) по/

ложителен при  > 0, то корни  вещественны
для вещественных k||, как и следовало ожидать в
рамках идеальной МГД. Таким образом, ω может
быть или вещественным, или чисто мнимым (по/
следний случай соответствует апериодической
неустойчивости). Соотношение (14) описывает
две ветви: быструю (знак плюс) и медленную
(знак минус). При β  0, ω+  ωA, т.е. быстрая
ветвь переходит в альвеновские волны, а ω–  0.
Укажем ряд важных свойств дисперсионного со/
отношения (14).

Величина  неотрицательна при веществен/
ном k|| и обращается в нуль только при k|| = 0:

LP k1
2k1

2– LT βκcκP+ +( )ξ1 γβκcu+ 0,=
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2
ξ1 Lcu+ 0.=
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2
βκPVA

2– α ] ×
2
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4
βκcκPVA

2 Vc
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2
α

2
sin–+ + 0,=

k2
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2
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2
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������������ ×=
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2 H k ||

2 H+( )
2

4γ
2
β
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2k ||

2
α

2
sin+±+[ ],

k ||
2

ω±
2

ω±
2

Следовательно, быстрая ветвь (k||) устойчива
при любых k||. Встречающиеся иногда утверждения
о возможности возбуждения альвеновских волн
(т.е. быстрой ветви) в результате развития баллон/
ной неустойчивости [Miura et al., 1989; Ohtani and
Tamao, 1993] являются некорректными.

Неустойчивой может быть только медленная

ветвь. Нижний корень (k||) отрицателен при
условии

(15)

Это неравенство – обобщение условия апериоди/
ческой неустойчивости (1) [Liu, 1997]. Оно пока/
зывает, что для косых возмущений (k1 ≠ 0) порог
неустойчивости по β или κP выше. Нулевая дей/
ствительная часть частоты означает, что плазма не
обладает упругостью по отношению к этим воз/
мущениям.

Из точного выражения (14) при k|| � κcsinα
получаются асимптотические формулы для мел/
комасштабных в продольном направлении коле/
баний

(16)

(17)

Здесь введен параметр R = κP/κc; по абсолютной
величине |R| = Rc/a – отношение радиуса кривиз/
ны к масштабу неоднородности плазмы a = |κP|–1.
Только в рассматриваемом предельном случае
дисперсионное соотношение (14) для быстрой

ветви имеет вид линейной функции от :  =

=  + , который часто используется в гео/
физических приложениях.

Рассмотрим случай горячей плазмы β  ∞. В
силу условия равновесия (4) величина κP обратно
пропорциональна β: βκP = 2(κc – κB). С учетом
этого при β � 1 имеем

и дисперсионное соотношение (14) в пределе
β  ∞ переходит в соотношение, полученное в
работах [Liu, 1997] (для sin2α = 1) и [Golovchan/
skaya and Mingalev, 2006]
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которое справедливо при условии k|| � γβκc sinα.

6. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ДИСПЕРСИОННОЙ КРИВОЙ

Дисперсионная кривая (14) представляет со/

бой гиперболу в плоскости , ω2, положение и
форма которой зависят от параметров R и β и от
угла α. Левая часть дисперсионного уравнения (13)
представляет собой однородный полином 4/й сте/
пени относительно переменных ω, k|| и sinα. По/
этому зависимость соотношения (14) от парамет/
ра sinα очень проста: график при sin2α < 1 получа/

ется из графика (k||) при sin2α = 1 растяжением

обеих осей в (sinα)–1 раз.

Введем безразмерные волновое число κ|| =
= k||(κcsinα)–1 и частоту Ω = ω(κcVA sinα)–1. Тогда
соотношение (14) будет зависеть реально только
от двух параметров β и R = κP/κc:

(18)

где нормированная величина h = H/  = β(2γ – R –
– γβR/2). Представим (18) в виде, явно содержащем

координаты центра гиперболы , .

(19)

где  = –γ2β2 + β(1 + γβ/2)(R – 2γ),  = (γβ  –

– 2γ2β2)(2 + γβ)–1 = γβ2(R – 4γ)/2, и M = minD( ) =

= 2γ2β3(2 + γβ)(R – 2γ). Асимптотами гиперболы
(19) при κ||  ∞ служат прямые

(20)

пересекающиеся в точке ( , ). Наклонам этих
прямых с учетом принятой нормировки частоты и
волнового числа отвечают квадраты альвенов/
ской и касповой скорости. Правые части соотно/
шений (20), разумеется, совпадают с двумя пер/
выми членами разложений (16) и (17).
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При R = 2γ первая из асимптот (20) проходит
через начало координат. Значение параметра R =
= 2γ является критическим: гипербола (19) вы/
рождается в пару пересекающихся прямых (20).
При R < 2γ, когда M < 0, гипербола (19) располага/
ется внутри острых углов между асимптотами и

имеет точки ветвления – нули функции D( ):

(21)

В области R > 2γ, когда M > 0 и D( ) > 0 на всей

оси , гипербола (19) переходит в тупые углы
между асимптотами и точки ветвления исчезают
(становятся мнимыми).

Важным свойством дисперсионной кривой
(13) является то, что она всегда проходит через

начало координат в плоскости , ω2. Полагая

= 0 в (18), найдем

(22)

то есть при h ≥ 0 через начало координат проходит
нижняя ветвь, а при h ≤ 0 начало координат ока/
зывается уже на верхней ветви. Переход с ветви на
ветвь происходит при h = 0, то есть при R = 4γ(2 +
+ γβ)–1 – этo значение параметра R находится в
промежутке между 0 и 2γ. При R < 2γ через начало
координат проходит та часть гиперболы, которая
располагается справа от центра, а при R > 2γ через
начало координат проходит верхняя часть гипер/
болы.

Для оценки максимального инкремента не/
устойчивости волн представляет интерес положе/

ние в плоскости , Ω2 точки минимума функции

 ( ) и точки ветвления ( , ), в которой

ветви  ( ) и  ( ) соединяются:  ( ) =

= . Очевидно, эти точки существуют только

при R < 2γ. Минимум функции  ( ) равен

(23)

и достигается при  =  = –γβ(2 + γβ)(λ – 1) ×

× (λ – uc), где λ = (1 – R/2γ)1/2 и uc = γβ(2 + γβ)–1 =

= / . Величина minΩ2 обращается в нуль при
R = 0, а для всех других значений R она отрица/

тельна. Точка  по мере роста R сначала движет/
ся вправо, проходя через нуль при R = 0, достигает

крайне правого положения  =  = uc

при R = 2γ[1 – (1 + uc)
2/4], после чего движется об/
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ратно, проходя через нуль при R = 2γ(1 – ), и

приходит в точку  = –γ2β2 при R = 2γ – в момент
вырождения гиперболы в пару прямых.

Правая точка ветвления определяется форму/
лой (21) со знаком +, которая имеет координаты

(24)

Точка ветвления ( , ) с ростом R вначале сме/
щается вправо, но это происходит лишь пока R <
< 4γ(2 + γβ)–1. При R = 4γ(2 + γβ)–1 точка ветвле/
ния достигает своего крайне правого положения,
совпав при этом с началом координат. При даль/
нейшем росте R точка ветвления идет влево, и нача/
ло координат оказывается уже на верхней ветви

( ). В конце концов, при R  2γ точка ветвле/

ния исчезает в точке пересечения асимптот (–γ2β2,
–γ2β2).

7. ЗАВИСИМОСТЬ ДИСПЕРСИОННОЙ 

КРИВОЙ В ПЛОСКОСТИ , ω2

|ОТ ПАРАМЕТРА R

Проследим последовательно за движением ги/
перболы (19) при изменении параметра R, отме/
чая те значения, при которых происходят ее каче/
ственные изменения, важные с точки зрения дис/
персионных свойств системы. На рисунке 1
представлено семейство гипербол (19) для β = 1 при
изменении параметра R в области R ≤ 2γ. При расче/
тах для всех рисунков принято, что колебания плаз/
мы адиабатические, т.е. показатель γ = 5/3.

При R < 0 гипербола (19) проходит через нача/

ло координат своей нижней ветвью ( ); на/

клон ее в этой точке положителен, так как  <

< 0. С ростом  наклон выпуклой кривой ( )

только возрастает, поэтому и вся ветвь ( ) > 0

для  > 0. Таким образом, при R < 0 ветвь ( )
устойчива. Тем более устойчива альвеновская

ветвь ( ) > ( ) > 0.

Отметим, что при Ω2 в промежутке 0 < Ω2 < 

мы имеем Ω2 < 0 – на частотах ниже Ω+ волны аль/
веновского типа не распространяются. Величина
квадрата нормированной частоты отсечки, со/
гласно (22), определяется формулой

(25)
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2 uc– 2s s2+( )= =

s = γβ β 2 γβ+( ) γ R/2–( )[ ]
1/2–( ).
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2
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2
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2 0( ) 2h 2 γβ+( )

1–
 == =

=  β 4γ 2 γβ+( )
1– R–( )[ ],

справедливой  при R < 4γ(2 + γβ)–1, то есть пока

(0) > 0. При R = 0 гипербола (19) касается оси

 в начале координат, а при дальнейшем росте R

минимум функции ( ) смещается на поло/
жительную полуось, и здесь возникает интервал

0 <  < βR, в котором ( ) < 0, то есть медлен/
ная ветвь оказывается неустойчивой. Минимум

функции ( ), отвечающий максимуму ин/
кремента неустойчивости, определяется форму/
лой (23).

По достижении параметром R значения R =
= 4γ(2 + γβ)–1 = 2γ(1 – uc) гипербола (19) оказыва/
ется целиком в правой полуплоскости, касаясь
оси Ω2 в начале координат. В этот момент область
непрозрачности исчезает; начало координат пе/

реходит на верхнюю ветвь. При R > 2γ(1 – ) точ/

ка минимума  опять уходит на отрицательную

полуось  < 0, то есть максимум инкремента не/

устойчивости закрепляется при  = 0. Квадрат
этого максимума определяется, согласно (22), вы/

ражением μ2 = –  = – 2h(2 + γβ)–1 = β[R – 4γ(2 +

+ γβ)–1]. По мере приближения R к критическому
значению 2γ гипербола (19) “заостряется” и при
R = 2γ вырождается в пару прямых (20). После
этого при R > 2γ дисперсионная кривая (19) со/
стоит из не связанных между собой ветвей, кото/
рые расположены сверху и снизу от асимптот (20).

В продольно/однородном магнитном поле с
силовыми линиями постоянной кривизны r =

= Rc = –  = const условие гидромагнитной
устойчивости плазмы [Кадомцев, 1963] имеет вид
r∂lnР/∂r + 2γ > 0, то есть –κP/κc + 2γ > 0. Таким обра/
зом, важная роль значения параметра R ≡ κP/κc = 2γ
в поведении дисперсионных кривых может быть
связана с переходом через порог гидромагнитной
устойчивости. Поэтому значения R > 2γ могут не
иметь смысла, так как они соответствуют гидро/
магнитно/неустойчивой плазме, и в дальнейшем
этот случай подробно рассматриваться не будет.

8. ЗАВИСИМОСТЬ ВЕТВЕЙ  ( )
ОТ ПАРАМЕТРА β

Теперь опишем поведение дисперсионной
кривой при изменении величины P по отноше/
нию к давлению магнитного поля при действи/
тельных κ||. Поведение дисперсионной кривой
при изменении β качественно определяется
асимптотиками (20) и движением точки кривой

на оси ординат Ω2 =  (начало кривой). Значе/
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ние (0), согласно (22), очень просто выражается

через величину h, зависимость которой от β удобно
теперь представить в виде h = γβR (β0 – β)/2, где
β0 = 4/R – 2/γ. Из (22) следует, что при h < 0 значе/

ние  ≡ 0, а (0) пропорционально h, и при

h = 0 обе величины (0) = 0. При переходе в об/

ласть h > 0, наоборот, (0) начинает расти про/

порционально h, а (0) ≡ 0.

Пусть R < 0 (κP и κс разных знаков); тогда β0 < 0,
так что h(β) монотонно возрастает от нуля при β =
= 0. Пример для случая R < 0 показан на рис. 2а.
Начало быстрой ветви поднимается с ростом β

вверх по положительной полуоси, а медленная
ветвь при любом β выходит из начала координат.

Обе ветви (κ||) устойчивы и монотонно возрас/

тают с ростом κ||.

Ω±
2

Ω+
2

Ω–
2

Ω±
2

Ω+
2

Ω–
2

Ω±
2

В области положительных R (знаки κP и κс сов/

падают) поведение ветвей меняется при переходе
через значение R = 2γ, при котором β0 = 4/R – 2/γ

меняет знак. Для R в промежутке 0 < R < 2γ функ/
ция h(β) немонотонна и меняет знак при перехо/
де через β = β0 – поэтому поведение ветвей в за/
висимости от β выглядит несколько сложнее.
Начало быстрой ветви при возрастании β подни/
мается от начала координат до максимума при

β = 2γ–1(  – 1), равного (κ|| = 0) =

= 4(1 – )2, а затем опять опускается в нача/
ло координат, где и остается при β ≥ β0. Начало
нижней ветви, наоборот, при β ≤ β0 совпадает с
началом координат, а при β > β0 начинает опус/
каться вниз. Медленная ветвь имеет область зна/

чений κ||, где  < 0, то есть эта мода неустойчива.

Эта область – промежуток  < βR, что соответ/

2γ
1–
/R Ω+

2

β
max

R/2γ

Ω–
2

κ ||
2
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0
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Ω
2

β = 1.0

1.818
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0
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3.3

2γ = 10/3

2γ(1 – uc) = 1.818

2γ(1 – u2
c) = 1.818

Рис. 1. Поведение ветвей (κ||) (сплошная линия) и (κ||) (штриховая линия) в плоскости , ω2 в зависимости от

параметра R = κР/κс при β= 1 (значения R проставлены около кривых). Область  < 0 соответствует области нерас/

пространения (непрозрачности) для быстрой (альвеновской) ветви колебаний.
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ствует (15). Пример из области 0 < R < 2γ показан
на рис. 2б.

Наконец, в случае R > 2γ (не показан на рисун/
ке) функция h(β) опять становится проще – она
монотонно убывает. Начало быстрой ветви фик/
сировано в начале координат, да и вся ветвь мало
меняется при изменении β. Наоборот, начало
нижней ветви быстро уходит вниз по отрицатель/
ной полуоси, и область неустойчивости быстро
расширяется.

9. О ВОЗМОЖНОСТИ ПОЛНОГО 
ВНУТРЕННЕГО ОТРАЖЕНИЯ 

ПОЛОИДАЛЬНЫХ АЛЬВЕНОВСКИХ ВОЛН

Анализ дисперсионного уравнения (14) в

плоскости , ω2 показывает, что при веществен/

ных ω возможно появление областей, где  < 0
(кривые на рис. 1 для R < 2γ(1 – uc) = 1.818). Эти
области непрозрачны для альвеновских волн.
Расположение таких областей на силовой линии
оценивалось в работе [Mager et al., 2009]. При этом
в качестве дисперсионного уравнения использова/
лась асимптотика (16) при sin2α = 1, которую можно

κ ||
2

κ ||
2

представить в виде (s) = [ω2 – (s)] , где s –
координата вдоль силовой линии, и

(26)

Если в (26) слагаемое 2γκc доминирует над κP, то
это приводит с учетом постоянства давления

вдоль силовой линии к оценке (s) ∝ (s)ρ(s)–1.
Поскольку кривизна силовой линии κc(s) в на/
правлении к экватору возрастает, а плотность ρ(s)
при этом убывает, то в приэкваториальной обла/
сти может возникнуть область непрозрачности
для альвеновских волн, разделяющая силовую
линию на два независимых альвеновских резона/
тора, примыкающие к ионосферам. Это произой/

дет, если достигаемый на экваторе max  > ω2.
Таким образом, приэкваториальная область с
большими β и κc может нарушать сопряженность
колебаний в разных полушариях.

Отметим, что аналогичная оценка в работе
[Сафаргалеев и Мальцев, 1986] привела к прямо
противоположному выводу – в экваториальной
части силовой линии должна находиться область
прозрачности. Однако этот вывод следует при/
знать ошибочным, так как этими авторами был
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Рис. 2. Поведение ветвей (κ||) (сплошная линия) и (κ||) (штриховая линия) в зависимости от параметра β: (а) при

R = –1 (устойчивая плазма); (б) при положительном R = 1. Значения β проставлены около кривых. В случае R = 1 при
β = 0.991 достигается максимум частоты отсечки Ω+(0). В области, где Ω–(κ||) < 0, медленная ветвь неустойчива.
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опущен множитель β в (26), растущий вдоль сило/
вой линии при удалении от Земли.

10. ОБСУЖДЕНИЕ: СОПОСТАВЛЕНИЕ
С СООТНОШЕНИЯМИ

ИЗ ПРЕДШЕСТВУЮЩИХ РАБОТ

Описание баллонной неустойчивости, прове/
денное [Ohtani and Tamao, 1993] в приближении
ВКБ (∝ exp(ikуy + ik||s)) при пренебрежении ради/
альной структурой возмущения (kn  0) привело к

пороговому условию κc(κP – κc – κB) > (1 + β–1).
Однако, в этой статье уравнение (13) (для частно/
го случая sin2α = 1, γ = 1) приведено с ошибкой:
отсутствует последнее слагаемое в левой части.
Ошибка возникла из/за неточно выписанной
проекции на е3 слагаемого b × (∇ × В) в первом
уравнении (5) [Liu, 1997]. Отсутствие указанного
слагаемого радикально меняет оценку знаков
корней уравнения (13), т.е. анализ устойчивости.

Коэффициент при ω2 в (13) убывает с ростом ,

обращаясь в нуль при (полагаем здесь sin2α = 1)

(27)

т.е. при  <  этот коэффициент положителен,
и сумма корней уравнения (13) отрицательна. В
статье [Ohtani and Tamao, 1993] свободный член

уравнения (13) положителен, т.е. оба его корня 

имеют одинаковый знак, и при  <  оба корня
оказываются отрицательными, что привело этих
авторов к неверному выводу о неустойчивости
обеих ветвей. На самом деле свободный член в

(13) становится при  < βκсκP отрицательным, то

есть при этом условии  < 0, а  > 0. В области

же  < βκсκP и сумма, и произведение корней по/

ложительны, т.е.  > 0 – обе ветви устойчивы.

В работе [Miura et al., 1989] в приближении
ВКБ по поперечным координатам получена си/
стема зацепленных дифференциальных по про/
дольной координате уравнений для связанных
альвеновской и медленной магнитозвуковой мод.
Однако авторы не решают полученную систему в
общем виде, а пытаются выделить альвеновскую
моду. Для этого они полагают δν||  0, что долж/
но, по их мнению, исключить ММЗ моду. Из по/
лученного ими локального дисперсионного урав/
нения получается условие неустойчивости альве/
новских (!) колебаний. Противоречие между
выводом [Miura et al., 1989] и данной работой свя/
зано со следующим обстоятельством. Если в по/
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лоидальной системе (11) положить u = 0, то в силу
соотношения (ПЗ), это эквивалентно предполо/
жению ξ|| = 0, то есть δν|| = 0. Тогда первое уравне/
ние системы (11) действительно превращается в
уравнение [Miura et al., 1989], для которого ло/
кальное дисперсионное соотношение имеет вид

(28)

откуда формально следует возможность неустой/
чивости альвеновской ветви при условии (1). Од/
нако предположение u = 0 оказывается несогла/
сованным со вторым уравнением (11), так как при
этом из этого уравнения получается лишь триви/
альное решение ξ1 = 0. Анализ же точного диспер/
сионного соотношения (13) в полоидальном пре/

деле ki = 0, показывает, что никакая ветвь ω2( )

не может пересекать линию ω2 = , а соотно/
шение (28) противоречит этому условию. Таким

образом, альвеновская ветвь  находится выше

линии ω2 =  при любом . Поэтому альве/

новская ветвь всегда устойчива:  ≥ 0, и вывод о
возможной неустойчивости этой ветви является
принципиально ошибочным.

В литературе встречается и ряд более мелких
погрешностей. В обзоре [Golovchanskaya and
Kullen, 2005] приведено дисперсионное соотно/

шение для  (уравнение (2)), сопоставление ко/
торого с асимптотикой (16) показывает, что оно
корректно только в пределе β  0. В более ран/
ней работе [Сафаргалеев и Мальцев, 1986] было
выведено аналогичное дисперсионное соотноше/
ние, относящееся к коротковолновому пределу
k||  ∞. Однако оно не применимо даже при ма/
лых β, так как отличается вдвое меньшим коэф/
фициентом при κс.

В данной работе мы ограничились идеальной
МГД и при этом пренебрегли дрейфовыми члена/
ми |ω| � |ω*|. Дрейфовые эффекты могут приво/
дить к некоторому понижению порога конвек/
тивной неустойчивости [Похотелов и др., 1980].

Оцененные критерии неустойчивости имеют
качественный характер из/за использования
ВКБ/приближения в продольном направлении
при выводе соответствующих дисперсионных
уравнений. В экваториальном плазменном слое
магнитосферы на предварительной фазе суббури
кривизна становится настолько велика, что при/
менимость приближения ВКБ становится про/
блематичной. Тем не менее, условие неустойчи/
вости (15) согласуется при βR > 1 с требованием

 > . В то же время, последнее условие являет/
ся слишком жестким, и по/видимому следует го/

ω
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ворить о медленном изменении кривизны по
сравнению с длиной волны.

11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено дисперсионное уравнение из исход/
ной системы для зацепленных МГД мод в асимп/
тотическом случае мелкомасштабных возмуще/
ний, что позволило уточнить соотношения, полу/
ченные в предшествующих работах. В отличие от
выводов ряда авторов показано, что быстрая за/
цепленная ветвь колебаний (альвеновского типа)
оказывается всегда устойчивой. В областях с рез/
ким спаданием по радиусу давления горячей
плазмы, удерживаемой сильно искривленными
магнитными силовыми линиями, возможна не/
устойчивость медленной (ММЗ типа) ветви коле/
баний. В то же время при частотах альвеновских
волн ниже частоты отсечки (25) возникает об/
ласть непрозрачности, и распространение полои/
дальных альвеновских волн вдоль всей силовой
линии становится невозможным.

Выражаем признательность рецензенту за
конкретные деловые замечания. Работа выполне/
на при поддержке РФФИ грант № 11/02/90491 и
Программы фундаментальных исследований № 7
ОНЗ РАН.

Приложение: Связь продольного
смещения и сжатия плазмы

Проекции первого и третьего уравнений (5) со/
ответственно на e3 и e1 имеют вид ∇3p = ω2ρξ3 – Jb1 и
b1 = ∇3(Bξ1), откуда находим

(П1)

С другой стороны, второе уравнение (5) можно
представить, учитывая условие равновесия (3), в
виде p = –γPu – ∇1Pξ1 = –γPu – JBξ1, откуда, при/
меняя оператор ∇3, получаем

(П2)

Важным свойством тока J является постоянство
его величины вдоль силовых линий, в чем можно
убедиться, воспользовавшись коммутационным
соотношением (2) и условиями равновесия (3).
Поэтому в правой части (П2) последний член ре/
ально отсутствует, так что из уравнений (П1) и
(П2) сразу получается соотношение

(П3)
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